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1. 
Beitrag zur Lehre von den Schwingungen 
elastischer fester Körper. 
(Von Herrn ». Heim, Oberst-Lieutenant im Königlich - Würtembergischen 


Ehren -Invaliden- Corps zu Stuttgart.) 


1. 

D:. beiderlei Aggregatzustände der Körper, welche man unter den 
Benennungen fest und flüssıyg zu begreifen pflegt, unterscheiden sich im Wesent- 
lichen dadurch, dafs die Theilchen der festen Körper durch innern Zusammenhang 
unter sich verbunden sind und nur durch Kräfte, deren Stärke diesen Zusammen- 
hang überwiegt, sich von einander trennen lassen, wogegen die Theilchen der 
(ropfbaren oder expansev flüssigen Körper (sofern von der Klebrigkeit, als 
einer nicht wesentlichen Eigenschaft derselben. abgesehen wird. oder sofern 
sie als vollkommen llüssig vorausgeselzt werden) einer Kraft, welche sie zu 
irennen strebt, für sich keinen Widerstand entgegenselzen, dafs sie nicht, wie 
die Theilchen der festen Körper, an eine bestimmte Ordnung, in der die ver- 
schiedenen Theilchen. im Zustande der Bewegung sowohl, als in dem der Ruhe 


sich neben einander befinden, gebunden sind und dals sie im Allgemeinen 


eines äufsern Druckes. z.B. des Drucks der Schwere bedürfen. um während 
der Bewegung in steliger Berührung zusammengehalten zu werden. 

Indessen ist auch bei den festen Körpern, als solchen, die Verbindung 
ihrer Grundbestandiheile mit einander keineswegs als unveränderlich zu be- 
trachten: und insbesondere kommt denjenigen Arten derselben, welche man 
elastisch nennt, die Eigenschait zu, dafs ihre kleinsten Theile durch die Ein- 
wirkung äufserer Kräfte ihre gegenseilige Lage nach der eigenthümlichen Natur 
der Körper und nach der Stärke dieser Kräfte mehr oder weniger verändern. 
jene Lage aber, sobald die äulsere Einwirkung aufhört, wenn dieselbe ein ge- 
wisses Maafs nicht überschritten hat, von selbst wieder annehmen können. 

Allein ungeachtet dieser möglichen Veränderungen behalten diese Körper 
dennoch die Natur des festen Aggregatzustandes, so dafs auch bei der in jenen 
räumlichen Veränderungen bestehenden Bewegungen jeder an irgend einem 
Puncte eines solchen Körpers angebrachte Druck oder Zug nach der ihm eigen- 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft I | 











2 I. v. Heim, von den Schwingungen elastischer fester korper. 


Ihümlichen bestimmten Richtung sich dem ganzen Körper mittheilt und nur 
nach dieser Richtung auf denselben wirkt. Die Bewegung irgend eines Theils 
eines festen Körpers übt demzufolge durch seinen Zusammenhang mit den 
übrigen Theilen des Körpers einen unmittelbaren Einflufs auf die Bewegung 
aller dieser Theile aus; woraus weiter folgt, dafs, wenn es sich davon han- 
delt, die Bewegungen, in welche die Theilchen eines elastischen festen Körpers 
durch äufsere, deren Spannkraft erregende Kräfte versetzt werden, durch Rech- 
nung zu bestimmen oder die Beziehungen zwischen den spannenden Kräften 
und den räumlichen Veränderungen des Körpers durch Gleichungen auszu- 
drücken, kein Theil desselben für sich allein und abgesondert von den übrigen 
Theilen betrachtet werden kann, sondern die Gleichungen nothwendig sämmt- 
liche Theile des Körpers umfassen müssen. 
2. 

Anders verhält es sich mit der Bewegung flüssiger Körper. Bei einer 
lüssigen Masse pflanzt sich jeder Druck auf ihre Oberfläche und die Ein- 
wirkung jeder Kraft auf irgend ein Theilchen der Masse nach allen Richtungen 
im Innern fort, und der irgend ein Element der Flüssigkeit umgebende Druck 
stellt die gesammie Beziehung des Elements zu allen auf dasselbe wirkenden 
Kräften vor und begreift alle diese Kräfte in sich, so dafs man, wenn auch jedes 
Element durch seine Berührung mit den ihm nächsten Elementen auf die Be- 
wegung dieser und anderer Theile Einflufs hat, dennoch dasselbe als für sich 
allein jenem Drucke unterworfen und durch ihn angetrieben und in Bewegung 
oesetzt betrachten kann. 

Man könnte zwar einwenden, auch bei den elastischen festen Körpern 
träten die gegenseitigen Einwirkungen der verschiedenen Theilchen auf ein- 
ander. d. h. die sogenannten Molecularkräfte an die Stelle des innern Zu- 
sammenhanges derselben, durch welchen, so wie durch den Druck. den die 
Elemente einer Flüssigkeit auf einander ausüben, eben jene Kräfte ihre Thätig- 
keit äufsern,. und wenn daher bei der Bestimmung der Bewegung eines einzelnen 
Theils eines solchen Körpers diese Kräfte in die Rechnung eingehen, so sei 
dadurch zugleich auch auf die Verbindung dieses Theils mit den übrigen Theilen 
des Körpers die nöthige Rücksicht genommen. Allein das Sachverhältnifs ist 
bei den beiderlei Aggregatformen dennoch völlig verschieden. Irgend ein 
Theilchen eines flüssigen Körpers kann nämlich einer besondern, auf dasselbe 


wirkenden Kraft, wenn der dazu nöthige Raum vorhanden ist, für sich nach- 
oeben. und eine durch die entstehende Bewegung dieses Theilchens eintretende 
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Veränderung in der gegenseitigen Lage der benachbarten Theilchen kann kein 
Hindernils für diese Bewegung abgeben, sondern etwa nur zu dem Drucke, dem 
das Theilchen unterworfen ist, beilragen. Ein fester Körper, sei er elastisch 
oder nicht. kann dagegen, wie auch die bewegenden Kräfte an ihn angebrach! 
seien. immer nur als Ganzes und keinerlei Theil desselben kann für sich in 
Bewegung gesetzt werden. so dafs die Geschwindigkeit der Bewegung des 
Körpers und jedes einzelnen Theils desselben in jedem Augenblicke der Be- 
wegung von der ganzen Masse des Körpers abhangt. 
3. 

Die Bewegungen der elastischen festen Körper, von denen in diesem 
Auisatze die Rede ist, lassen sich unterscheiden: in solche, welche durch 
Ausdehnung oder Zusammendrückung der Körper nach der Richtung ihrer 
Längs- Achse, ferner in solche. welche durch Drehung um diese Achse (durch 
Torsion) und in solche, welche durch Biegung hervorgebracht werden. Jede 
dieser Arten von Bewegung kann mit den beiden andern, oder mit einer der- 
selben verbunden sein. Im Folgenden wird jedoch nur jede für sich, getrenn! 
von den übrigen, näher betrachtet und es wird ferner vorausgeselzt werden, 
dafs die Längs-Achse (Centrallinie) (welche sowohl krumm als gerade sein kann) 
eine gerade Linie sei. Die Bewegungen werden Schwingungen genannt, wenn 
die Gestalt- Änderungen der Körper. welche die Bewegungen hervorbringen. 
in forigesetzter Folge abwechselnd nach entgegengeselzten Seiten des Gleich- 
sewichtstandes Statt haben. 

4. 

Sind mehrere materielle Puncte, deren jeder der Einwirkung einer 
oder mehrerer Kräfte unterworfen ist. auf irgend eine Art unter sich ver- 
bunden, so werden sie ihre, durch jene Kräfte hervorgebrachten Bewegungen 
gegenseitig modificiren; d. h. es wird die Bewegung. welche jeder der Puncte 
wirklich annimmt, nach Richtung und Geschwindigkeit im Allgemeinen von 
derjenigen verschieden sein, die er, in freiem Zustande für sich bestehend, 
durch dieselbe Einwirkung annehmen würde. 

Man stelle sich in irgend einem Augenblicke der Bewegung die auf 
einen der Puncte wirkende bewegende Kraft, welche als gegeben zu be- 
trachten ist, in zwei Theilkräfte so zerlegt vor, dafs die eine derselben der 
(reschwindigkeitszunahme dieses Puncts, wie sie in dem Augenblicke wirk- 
lich Statt findet, als bewegende Kraft entspricht. Die Wirkung der durch 


die Zerlegung sich ergebenden zweiten Theilkraft wird durch die Verbindung 
| * 
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des Punets mit den übrigen materiellen Puncten aufgehoben und die letztere 
Kraft daher die verlorne Kraft genannt. 

Alle diese zum System gehörigen verlornen Kräfte müssen offenbar. 
wie grols auch die Zahl der Puncte und wie auch deren Zusammenhang be- 
schaffen sein mag, in jedem Augenblicke unter sich im Gleichgewicht sein, weil 
sonst Bewegung aus ihnen hervorgehen mülste und die ersten Theilkräfte, 
im Widerspruch mit der Annahme, nicht die sein könnten, von welchen allein 
die wirkliche Bewegung des Systems abhangt. 

Der letztere Satz begreift im Wesentlichen den nach d’Alembert be- 
nannten Hanptgrundsalz der Dynamik (d’Alembert, Trait@ de Dynamique, 1758 
No. 60. und Porsson, Traite de Mecanique, 1833, Tome II. No. 350) in sich, 
durch welchen die ganze Lehre von der Bewegung der Körper auf die Lehr- 
sätze der Statik sich zurückführen läfst und alle diese Sätze zugleich bei jener 
Lehre Anwendung finden. 

>. 

Das angeführte Prineip von d’Alembert setzt zwar seinem Begriffe nach 
eine Verbindung mehrerer materiellen Puncte voraus, läfst sich jedoch, wie- 
wohl uneigentlich, auch auf einen einzelnen für sich bestehenden Punct, auf 
welchen eine oder mehrere Kräfte wirken, anwenden. In diesem besondern 
Falle, in welchem die zu zerlegende Kraft mit der ersten Theilkraft zusammen- 
fällt, mufs demnach die verlorne Kraft für sich im Gleichgewicht, oder gleich 
Null sein. und in diesem uneigentlichen Sinne findet das Prineip dann eben- 
falls auf die Bewegung der flüssigen Körper Anwendung, indem, der Natur 
derselben gemäls, bei der Bildung der Grundgleichungen für ihre Bewegung 
nur ein einzelnes Element in Betracht zu ziehen ist und betrachtet werden kann. 

Ein solches Verfahren ist für die Lösung der die Bewegung der flüssigen 
körper betreffenden Fragen zwar nicht nothwendig, insofern eine andere, etwas 
verschiedene Auffassungsweise die gleichen Ergebnisse liefert (Man vergleiche 
2. B. die Gesetze des Gleichgewichts und der Bewegung flüssiger Körper von 
Euler, überselzi von Brandes, 1806, 2ter Theil, 2ter Abschnitt), aber sie ist 
geslattel, da sie nichts Ungereimtes enthält. Wenn es sich dagegen von Be- 
wegungen irgend einer Art der Elemente eines festen Körpers handelt, dessen 
Theile durch innern Zusammenhang, wenn auch nicht auf unveränderliche 


Weise, mit einander verbunden sind, so mufs nothwendig das Gleichgewicht 
als zwischen den verlornen Kräften sämmtlicher Elemente des Körpers be- 
stehend angenommen werden und eine ähnliche Anwendung des genannten 
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Princips auf einzelne Elemente des Körpers, wie bei flüssigen Körpern, könnte, 
als mit dem Wesen und dem Begriffe des Prineips in offenbarem Widerspruche 


stehend, nur zu unrichtigen Folgerungen führen. 


6. 

In dieser Beziehung mufs der Weg, den die französischen Schrift- 
steller, unter ihnen namentlich Porsson, zur Entwickelung der Gesetze der 
Schwingungen elastischer fester Körper gefolgt sind, zu einem gewichligen 
Bedenken Anlafs geben. In dem vom Gleichgewicht der festen Körper handelnden 
dritten Buche seines „Trait@ de Mecanique” sind von diesem Physiker die all- 
semeinen Gleichungen des Gleichgewichts einer biegsamen Saite und einer 
elastischen Ruthe abgeleitet; welche Gleichungen, den Grundsätzen der Analysis 
gemäfs,. auf ein einzelnes, im Zustande der ruhenden Spannung durch irgend 
welche Kräfte befindliches Element des gebogenen, oder nur nach seiner Längs- 
Achse gedehnten Körpers sich beziehen und durch entsprechende Integration 
die Gestalt desselben in gespanntem Zustande bestimmen. Dieser Gleichungen 
bedient sich Poxsson, indem er die verlorne Kraft des Elements an die Stelle 
der dasselbe spannenden Kräfte setzt, zur Darstellung der Grundgleichungen 
der Bewegung der genannten Körper, und gelangt hierdurch, in Bezug aul 
die Schwingungen der biegsamen Saite und der elastischen Ruthe in der Rich- 
tung ihrer Längs- Achse, zu Differential- Gleichungen mit zwei unabhängigen 
Veränderlichen, welche der Form nach ganz mit den auf die Schwingungen 
der Luft in einer Röhre bezüglichen Gleichungen der Hydrodynamik überein- 
stimmen (No. 484, 494, 658). 

Es ist aber klar, dafs wenn, wie es das Prineip von d’Alembert sei- 
ner Grundbedeutung nach unstreitig fordert und wie es in andern Fällen der 
Bewegung fester Körper, z. B. bei der Umdrehungsbewegung eines solchen 
um eine feste Achse (No. 391), um einen festen Punct (No. 412) und bei 
der Bewegung eines Systems von Körpern (No. 531) auch von Poisson ve- 


schieht, die verlorenen Kräfte im ganzen Umfange des elastischen Körpers. 
oder des Systems, als im Gleichgewicht unter sich stehend angenommen werden. 
oder das Integral derselben nach der ganzen Ausdehnung des Körpers gleich 
Null gesetzt wird, wodurch die eine unabhängige Veränderliche aus den Gleichun- 
gen gänzlich verschwindet, die Ergebnisse der Rechnung ganz anders aus- 
fallen müssen, als wenn die Gleichungen in der den flüssigen Körpern ent- 
sprechenden Form mit partiellen Differentialen dargestellt und behandelt werden. 
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‘. 

Zur Bestimmung der mit der Spannung elastischer fester Körper ver- 
bundenen Bewegung ist indessen noch ein weiterer Grundsatz nöthig: ein Grund- 
satz nämlich, durch welchen die Beziehung sich ausspricht, in der in jedem 
Augenblicke der Bewegnng die Veränderung der Lage eines Elements des 
hörpers zu der irgend eines andern Elements steht. 

Kin an einem Ende seiner Längs-Achse befestigter Körper, von gleichen 
Querschnilten und sonst gleicher Beschaffenheit. werde z. B. durch eine nach 
der Richtung dieser Achse wirkende Kraft ausgedehnt. Nach dem Grundge- 
setze. dals gleiche Ursachen gleiche Wirkungen hervorbringen, werden offen- 
bar gleich lange Theile des Körpers in jeder unendlich kleinen, und folglich auch 
in jeder endlichen Zeit, um gleich viel länger werden, oder eine gleiche Spannung 
annehmen. Haben die Theile des Körpers ungleiche Querschnilte und sind sie 
verschiedenen Kräften unterworfen, so folgt aus demselben Gesetze, dafs die 
Ausdehnungen und Spannungen gleich langer Theile nach einer und derselben 
Zeit direet wie die auf sie wirkenden Kräfte und umgekehrt wie die Flächen 
der Querschnitte derselben sich verhalten werden. 

Aus ähnlichen Betrachtungen erhelleti, dafs bei der Bewegung eines 
elastischen Körpers mit gleichen Querschnitten um seine Längs- Achse und 
bei der durch Biegung desselben entstehenden Bewegung die Momente der 
Spannungen der Querschnitte, oder die Drehwinkel und Krümmungswinkel in 
jedem Augenblicke der Bewegung wie die Momente der drehenden und biegenden 
Kräfte sich verhalten werden. 

Jenem Grundsatze, welcher dazu soll dienen können, aus den als be- 
kannt angenommenen, irgend einem Augenblicke der Bewegung entsprechenden 
räumlichen Veränderungen eines oder mehrerer Elemente des elastischen Körpers 
die der übrigen Elemente und des ganzen Körpers, so wie sie in demselben 
Augenblicke Statt finden. zu bestimmen, wird sich demgemäfs die allgemeine 
Fassung geben lassen: dafs die Spannungen der verschiedenen Elemente 
eines elastischen Körpers in jedem Momente der durch die Spannung des 
Körpers entstehenden Bewegung sich eben so zu einander verhalten, wie 
wenn der Körper in diesem Momente im Zustande des Gleichgewichts mat 
den spannenden Kräften (der ruhenden Spannung) sich befände. 

Der oben angeführte Grundsatz beruht auf der Voraussetzung, dafs 
die die Bewegung des Körpers erzeugenden Kräfte ihre Wirksamkeit auf 


- 
De 


sämmtliche Theile des Körpers gleichzeitig ausüben, d. h. dafs die Übertragung 














I. v. Heim, von den Schwingungen elastischer fester Korper. 


dieser Wirksamkeit von den Angriffspuncten auf die nicht unmittelbar ange- 
grilfenen Theile des Körpers, wozu allerdings ein erster Anfang von Spannung 
nöthig scheint, in unbestimmbar kurzer Zeit erfolge: einer Voraussetzung, welche 
der ganzen Lehre von der Bewegung fester Körper zum Grunde liegt. 

Den besonderen Betrachtungen, welche die vom Verfasser des gegen- 
wärligen Aufsatzes im Jahre 1338 herausgegebene Schrift „Über Gleichge- 
wicht und Bewegung gespannter elastischer fester Körper etc.” zur Unterstützung 
dieses Grundsatzes ($. 194.) enthält, mögen hier noch folgende weitere bei- 
gefügt werden. 

8. 

Eine elastische Stange sei um eine, an einem Ende ihrer Längs - Aclıse 
senkrecht auf diese angebrachte Achse beweglich; am andern Ende wirke 
eine Kraft auf Umdrehung der Stange um die letztere Achse. Die Bewegung 
werde durch Reibung, welche an dieser Achse Statt findet und welche sich 
nach Belieben vermehren und vermindern läfst, erschwert. Wäre keine Reibung 
vorhanden, so würde, vermöge der im vorigen Paragraph erwähnten Voraus- 
setzung, die Umdrehung der Stange ohne Biegung derselben anfangen. sobald 
die Kraft zu wirken beginnt: wegen der Reibung aber mufs ein Theil der 
Kraft, welcher das gleiche Moment mit der Reibung hat (und welcher die für 
die Umdrehungsbewegung verlorne Kraft bildet) dazu verwendet werden, dieselbe 
zu überwinden; und nur durch den übrigen Theil der Kraft wird die Umdrehung 
hervorgebracht. Durch jenen Theil wird die Stange in Spannung versetzt, 
und die Umdrehung kann nicht eher anfangen, als bis der Grad der Spannung. 
welchen die Überwindung der Reibung erfordert, erzeugt ist. Dieselbe Theil- 
kraft, welche den gleichen Angriffspunct und die gleiche Richtung hat wie die 
ganze Kralt, muls daher beim Anfange der Umdrehung mit der Reibung im 
Gleichgewicht sein. Daher müssen auch die Spannungen der Querschnilte im 
Gleichgewicht sein mit dieser Theilkraft, und deren Momente müssen sich eben so 
zu einander verhalten, wie im Zustande des Gleichgewichts mit eben dieser sie 
spannenden Kraft. Dieses ist der Fall. mag die Reibung einem gröfsern oder 
kleineren Theile der ganzen Kraft gleich, oder eben so grofs wie diese sein, 
und es läfst sich für jeden Zustand der elastischen Stange, vom ungespannten 
an. bis zu dem der gröfsten Spannung, den sie annehmen mufs, oder für jeden 
Zeitpunet der die Spannung begleitenden Bewegung, d. h. der entstehenden 
Biegung, ein Grad der Reibung angeben, welcher der Spannung gerade das 
Gleichgewicht halten würde, auch wenn die ganze Kraft zur Überwindung der 
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vorhandenen Reibung nicht hinreichte. Bei jedem solchen Grade der Reibung 
mülste das Verhältnifs der Spannungen, welche irgend zwei Querschnitte oder 
irgend zwei Elemente der Stange angenommen haben, dasselbe sein, wie wenn 
die Siange im Zustande der ruhenden Spannung, des Gleichgewichts mit der 
Theilkraft, welche gleiches Moment mit dieser Reibung hat, sich befände: daher 





muls olfenbar dasselbe Verhältnifs auch in dem entsprechenden Augenblick der 
mit der Biegung verbundenen Bewegung Statt finden; unabhängig von der Gröfse 
der Reibung oder des die Umdrehung erschwerenden Widerstandes, welcher 
wirklich vorhanden ist. | 

Eben diese Folgerungen müssen auch dann ihre Gültigkeit haben, wenn 
mehrere Krälte an der Stange wirken, oder wenn an jedem Elemente derselben 
eine eigene Kraft, wie die Schwere, thätig ist, indem in diesem Falle, was | 
hier von der biegenden Kraft gesagt ist, von der Resultirenden der Kräfte eilt. 


Man bemerke noch, dafs das Verhältnifs zwischen den Spannungen je 





zweier Elemente des elastischen Körpers bei der Biegung von einem Augen- 
blicke dieser Bewegung zum andern sich ändert, weil die Längen der Hebel- 
Arme. an denen die spannende Kraft auf je zwei Querschnitte wirkt, durch 
die Krümmung der, wenn auch ursprünglich geraden Längs- Achse des Körpers 
in jedem Augenblicke in ein anderes Verhältnifs zu einander treten, dafs jenes 
Verhältnifs aber bei der Drehung des Körpers um seine Längs - Achse (Torsion) 


und bei der Ausdehnung oder Zusammendrückung desselben nach der Richtung 





dieser Achse, als während der Bewegung unverändert und somit dem Ver- 
hältnisse. wie es im Zustande des Gleichgewichts mit der ganzen auf die Stange 
wirkenden Kraft besteht, als gleichbleibend betrachtet werden kann. 

Die Darstellung der Grundgleichungen für die genannten Bewegungen 
der elastischen festen Körper, wie sie durch Anwendung des eben angeführten 
Grundsatzes und jenes von d’Alembert sich ergeben. wird Gegenstand der 


folgenden Paragraphen sein. 


Bewegung einer elastischen Stange, welche durch Ausdehnung oder Zusammen- 
drückung nach der Richtung der Centrallinien hervorgebracht wird. 
9. 
Eine am Ende A ihrer Länge befestigte elastische Stange (Taf. 1. 
Fig. 1.) werde durch eine oder mehrere nach der Centralliniie 43 wirkende 


Kräfte in der Richtung von 4 nach B, welche Richtung als diejenige der 


positiven dieser Kräfte angenommen wird, ausgedehnt; AB, die Länge der Cen- 























1, 


trallinie, sei 
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—I, Ar=ı, Ar —= ı-+0x, so dafs or die Dicke der zwi- 


schen den beiden Normalschnilien an x und x’ enthaltenen Normalschicht (des 


Elements ) 
dehnung x 

Die 
A, welche 


xx bezeichnet. Nach Verflufs der Zeit ? sei durch die Aus- 
nach M gekommen und rM=w, oder AN == x — u. 
der Normalschicht an A eigenthümliche beschleunigende Kraft sei 


diese Schicht nach der positiven Richtung der x von x gegen B 


zu bewegen strebt. Die Spannung des Normalschnitis der elastischen Slange 


an x, welche mit 7 bezeichnet werde, ist als eine den ausdehnenden Kräften 


widerstrebende oder ihnen entgegengesetzt von DB gegen A auf den Theil #3 


der Stange 


andern mit der Summe der den Normalschnitt spannenden Kräfte zugleich wächst 
und abnimmt und, wenn z in &--dx sich verändert, in T--dT übergeht, so 


dafs d’T' der Normalschicht an x als eigenthümliche bewegende Kraft angehört. 


Die 


schicht an 


entsprechenden Augenblicke der Bewegung sind demnach 


die bewegenden Kräfte für diese Normalschicht,. durch welche sie, wenn sie 
[frei wäre, von A gegen B angetrieben worden wäre. (Wenn X posiliv ist. 
bekommt OT, als eine mit Aöm gleichartige Funclion ausgedrückt, einen 


negativen Werth, weil dann die Spannung an .x gröfser ist, als an x’; und 


umgekehrt, 
Die 


Zeit tin der Richtung von x gegen D wirklich angenommen hat, ist —. und 


u oe 2 a 
die ihr entsprechende beschleunigende Kraft ist ——: daher ist in demselben 


Augenblick 


Die letztere Kraft des einzelnen Elements seizt nun Poesson (Traite 
de Mecanique No. 493) für sich gleich Null und erhält dadurch dieselbe Gleichung 


. 2 . . = . . . . rn pr . C 
wie für die Bewegung einer Flüssigkeit in einer Röhre, nämlich Error 
Eine solche Annahme ist jedoch, wie oben bemerkt, nicht statthaft. Sie würde 


die Gleichung OT = 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 1. 2 


x bedeutet. die bewegende Kraft Acom und in dem der Zeil / 


wirkende Kraft zu betrachten, welche von einem Normalschnitt zum 


beschleunigende Kraft X giebt, wenn om die Masse der Normal- 


Aom +6 T 


wenn A negaliv ist). 

Geschwindigkeit. welche die Normalschicht an «= nach Verflufs der 
du 
ol 


ol 
die auf diese Schicht verlorne bewegende Krafl 


[E) ’ u = om-oT. 


[a 


2 n2 
U ou 


O Or" 


u 
öl’ 


4 re”, 
-— X)öm geben und dadurch, weil 57; eine nach 
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. veränderliche Gröfse ist, zu der Folgerung führen, dafs die Spannung 7 der 
elastischen Stange in jedem Falle, auch wenn sie durchaus gleiche Normal- 
schnilte hätte und nur durch eine einzige, am Ende B ihrer Länge angebrachte 
Kralt gespannt würde, von einem Normalschniit zum andern sich verändern 
mülste: was offenbar unrichtie ist. 

10. 

Nach dem Prineip von d’Alambert mufs dagegen die Summe jener ver- 
Iornen Kräfte (1.) im eanzen Umfange des Körpers gleich Null angenommen 
werden; woraus. wenn ferner aufser den Kräften X noch eine weitere Kraft p 
am Ende 3 der Stange nach der Richtung von A segen DB auf sie wirkt, die 


\ 


(rleichuno 


Fu UN. Sam 
(2.) IC — Zr )öm- p+/o1 (0 folet. 


l . ze | 


Um die hier angedeutete Integralion auszuführen, ist die Gröfse « als 
eine Funelion von x auszudrücken; was mittels des Grundsatzes ($.7.) ge- 
schehen kann. Bezeichnet nämlich 

/! die Verlängerung der ganzen Stange nach £ Zeit-Einheiten der Bewe- 
sung, in welcher die Dicke 0x der Normalschicht an x um Ou sich ver- 
orölsert hat; 

Ir zur Abkürzung die Summe /Xöm der Kräfte Xöm im Abschnitt zB 

1x 
der Stange; 
Ss den Flächen-Inhalt des Normalschnitts an .r: 
so hat man vermöge dieses Grundsatzes. und da hier die Spannungen und 
Ausdehnungen je zweier Elemente der Stange in jedem Augenblicke sich eben 
so zu einander verhalten wie im Zustande des Gleichgewichts mit der ganzen 


Summe der spannenden Kräfte, die Proportion: 


>Y ® = 
« ) u N I « ) a [ 
ou: AM — dd ÖX [EI dr, 





5 7 - N) 
nn 
woraus OU 
»+ Er Jar 
01 S 
« I x m () » 
ou = s—: 1 wd u=- . AU folgt. 
) ) PR 
/ TE FE / EI = OE 
r u 


Die Spannung des Normalschnitis an x in dem Augenblicke, auf wel- 
chen die Verlängerungen Al! und Öuw sich beziehen, ist, wenn & die eigen- 








fr 
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thümliche Spannkraft der Stange für eine Flächen - Einheit bezeichnet: 


- 5’ 
OH Tr 
& ern I — — Nr 


OX "Fr, »+ 


und es ist einleuchtend. dafs man in 2 ne | 


(9) 
F \om 


r 


(2.) statt der Summeneröfse 





fi = (T).-, >= —eAl — den Werth von T für 2 ==0 mil ne- 
) 4 \ 
I— Pr, 
€ 3 
T—0 
P-+ / om 
ah r | nn 1 7 u r N r 1 ® P e ar 
gativem Zeichen, nämlich — e HM — - zu selzen. oder jener, nur die 
PtZ2X . 
———— or 
j 5 
10 
Kräfte X in sich schliefsenden Summengröfse wegen, der Kraft p noch das 
besondere Glied — I! - 5; —— beizufügen hat. 
p+Er, 
EIER D4 
. N) 
I—0 


Die Gleichung (2.), in welcher nunmehr die Veränderliche x 
schwunden und als veränderliche Gröfse, nebst f, 
enthalten ist. 


vanz Ver- 


nur noch die Zeitfunetion ./l 
nimmt hiernach die Gestalt 


Gi / wa p+2r n_ oA Sf / p t ne 
(3.) \P SAX m)(/7 02 —e N) — a) U ( x); nm —=Ö an. 


\ 


11. 


Man setze nun, die elastische Stange sei am Ende A ihrer Länge in 
iothrechter Richtung befestigt, und als ausdehnende Kraft wirke, aufser 
am Ende B angebrachten p, nur die eigene Schwere auf sie 

2y die 


der 
Es sei ferner 
nämlich die Geschwindiekeit. 
frei fallender Körper in der 


Beschleunigung der Schwere, 


welche 
ein im luflleeren Raume 


ersten Secunde 
erlangt ; 
P das Gewicht der körperlichen Einheit der 


Stange; 
P ihr Gesammtgewicht. 


hd 
. . « /J « P « 
Dieses vorausgesetzt, ist A=—=2y, om = >—- Nor, X om — 806. 
- 3, 
Ex AR ÖL, [X m — P, und die Gleichung (3.) geht in 


2% 





11 
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Al P) DE; 
| rm fohzegn en) 





ui re er)dr 15 


über; welche Gleichung mit der in der angeführten Schrift „Über Gleich- 
gewicht ete. $. 196. u. 197.” auf anderem Wege gefundenen (wenn man wegen 
verschiedenen Anfangspuncts und entigegengesetzter Richtung der Abseissen .r, 
in ihr 2—.r statt x setzt) identisch ist und welche, unter 4! Verkürzung statt 
Verlängerung verstanden, eben so wohl gilt, wenn die elastische Stange nach der 
Richtung ihrer Längen-Achse zusammengedrückt, als wenn sie ausgedehnt wird. 


Bewegung einer elastischen Stange, welche durch Drehung um die Centrallinie 
(durch Torsion) hervorgebracht wird. 
12. 

Eine am Ende A ihrer Länge befestigte elastische Stange (Fig. 2.) 
werde durch eines oder mehrere Kräftenpaare nach bestimmt gedachter Rich- 
tung (wie sie der Pfeil andeutet) um ihre Centrallnie AB so gedreht, dafs 
diese Linie gerade bleibt. Dieselbe Richtung werde als die der Kräften-Momente, 
deren Werthe positiv sind, angenommen. AB, die Länge der Centrallinie, 
sei I, As—=s, As’ —=s--0s, so dafs Os der Dicke der zwischen den bei- 
den Normalschnitten an s und s’ enthaltenen Normalschicht gleich ist. Nach Verflufs 
der Zeit ? habe der Normalschnitt an s sich um den Winkel y aus seiner an- 
fänglichen Stellung, und somit der Normalschnitt an s’ um den Winkel y -0y 
sedreht. 

Das Moment der der Normalschicht zwischen s und s’ eigenthümlich 
angehörigen bewegenden Kräfte, welche sie nach der angegebenen Richtung 

drehen streben, heifse /, und das Moment der Spannung des Normalschnitts 
an s, mit welcher derselbe sich der Drehung widersetzt und welche durch 
die im Abschnitt s2 der Stange angebrachten drehenden Kräfte hervorgebracht 
wird, sei z. Wenn s um ©s zunimmt, geht 7 in r-+-Ör über und das Mo- 
ment der der Normalschicht zwischen s und s’ zugehörigen bewegenden Kräfte 
nach / Zeit-Einheiten der Bewegung ist demnach 

T--ot, 

indem Öf negativ ist, wenn /' einen positiven Werth hat. 


In demselben Zeitmoment ist die Winkelgeschwindigkeit, mit der der 


Normalschnitt an s in der angedeuteten Richtung wirklich sich bewegt, — 2. 
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Bedeutet nun 


o: die Fläche irgend eines Elements dieses Normalschnitts am Puncte m; 
o den Abstand dieses Puncts von der Centrallinie; 
om die Masse des Elements der Normalschicht am Puncte x: 


so ist, wenn übrigens $ und g die in ($. 11.) ihnen beigelegte Bedeutung 


nn ) Ö° [4 Ö’y ı N ve . 
Lo 0s, und 0° <  öm— E 0" 020s ist das Moment der 
2y öt“ 29 01° 


der Winkelgeschwindigkeit des letztern Elements entsprechenden bewegenden 








behalten. om — 





Kraft. Daher ist, wenn ferner A statt des im ganzen Umfange des Normal- 
. a . . 3 Ö’y « 

schnitis genommenen Integrals fe gesetzt wird, 5 2# köos das Momen! 

. = g 

der der Winkelgeschwindigkeit der Normalschicht entsprechenden bewegenden 


Kraft und 


v 3? r , 
r- Sr Röstöi 





das Momeni der auf diese Normalschicht verlorenen bewegenden Kraft. 


13. 

Nach dem Grundsatze von d’Alambert müssen nun die Momente der 
verlornen Kräfte sämmtlicher Normalschichten der elastischen Stange unter sich 
im Gleichgewicht stehen, oder es mufs das auf die ganze Ausdehnung der 
Stange bezogene Integral des letztern Ausdrucks für ein solches Moment gleich 
Null sein. Werden die Momente /' weggelassen und wird an deren Stelle das 
Moment Q eines Kräftenpaares, dessen Richtungen in der Ebene des Normal- 
schnitts an B liegen, gesetzt, wodurch ör— 0 oder das Moment der Span- 
nung r nach s beständig wird: so hat man die Gleichung: 

4. «Ei En =: @; 
29 Fu öt? 


indem das dem Moment Q entgegenwirkende (als positiv gesetzte) Moment ı 
mit negativem Zeichen zu nehmen ist. 


Um den Winkel 7 als Function von s auszudrücken, hat man ferner 
nach dem Grundsatze in ($.7.), im Zustande der Bewegung, wie im Zustande 
der ruhenden Spannung: 





OYv 2  -——. 08 :/ 
7: R R 


s 0 
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ind. wenn 7, der Werth von y für s=1/ ist: 
7 x "os » Os y 
yvıy, ——: -— ode y = ED 
Per m: ; R ! "os 
nt 0 en u. 
[= t 
+0 


In demselben Augenblicke aber. in welchem die Normalschnitte an s und B 
um die Winkel y und y, sich gedreht haben, ist. wenn unter n die eigen- 
thümliche Spannkraft der Stange gegen Drehung verstanden wird, das Momen! 
der Spannung 


nYy 





Os 


8 
£% 


Die Gleichune (4.) eeht hiernach 





Sk k; m,‘ ne 


ne 


über. Sie enthält in dieser Gestalt nur noch nach /, nicht aber nach s Ver- 


N 7 T 


( U 
Q/ Fra = nY un 


oder ın 


änderliche, und ist gleichbedeutend mit der in der angeführten Schrift „Übeı 


Gleichgewicht etc.” ($. 210.) gefundenen Gleichung 


Ö°y 2g (Q "os ) 
oo = nn —— — —nyı). 
01° aa. %% R ub 
u ( N Il — () 
> 
€ ’ | 
] ——. . 


indem nach der dort angenommenen Bedeutung os — p/Rös und 
y i 

zS08 . ) O8s\. - 
—_0s — P R(/ — )ös ist. 
R Bf „ER 


Bewegung einer elastischen Stange, welche durch Biegung hervorgebracht wird. 


14. 

Eine am Ende A der (ursprünglich geraden) Centrallinie AB befestigte 
elastische Stange (Fig. 3.) werde durch eine am andern Ende 3 dieser Linie 
angebrachte, von B nach P gerichtete Kraft » so gebogen, dafs die Central- 
linie mit der Richtung der biegenden Kraft in einer Ebene bleibt. AB, die 


Länge der Centrallinie, sei =/; der von A an gerechnete Bogen As — s; 
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As —= s--0s. Für die Curve AB nehme man die auf BP senkrechte «aD als 
Achse der x mit dem Anfangspunet in « an, so dafs für s—=0 auch 2 V 
ist; se sei =y, aB=—=x,. Nach Verflufs der Zeit £ habe sich der Theil 4s 
der Centrallinie um den Winkel », den die beiden Normallinien an A und s 
mit einander bilden, gebogen und es sei somit der von den Normalschnitten an 
s und s’ eingeschlossene Krümmungswinkel = Oo. Die Richtung BP der 
biesenden Kraft, und folglich jene der Achse der =, werden als im Raume 
sich parallel bleibend angenommen; aber «= und y sind ebenfalls Zeitfunelionen. 

So wie die Kraft » mit dem Moment p(@,— x) auf den Normalschnit! 
an s wirkt und denselben um die auf der Ebene der gebogenen Centrallinie 
senkrechte Biegungs - Achse an s zu drehen strebt, läfst sich auch das Momen! 
der Spannung, mit der dieser Normalschnitt sich der Drehung widersetzt. als 
das Moment einer im Abstande «3 vom Normalschnitt in der Geraden BP 
vonP nach B wirkenden Kraft 7, oder die Spannung selbst als eine reducirle 
Kraft betrachten, deren Richtung jener der biegenden Kraft » gerade enige- 
gengesetzt ist. Diese redueirte Kraft ist, da der Voraussetzung nach die Stange 
nur durch die Kraft » gebogen wird, vermöge des Grundsatzes in ($.7.). in 
jedem Augenblicke der Bewegung nach s beständig; oder so wie Op ist Cr 
in jedem solchen Augenblicke gleich Null. 

Die Bewegung, welche der Normalschnitt an s bei der Biegung an- 
nimmt, entsteht durch die Drehung sämmtlicher zwischen s und A enthaltenen 
Normalschnitte um ihre Biegungs- Achsen. In Bezug auf eine dieser Achsen. 
am Punct p, sei s— ,s, und in dem Zeilmoment, von dem es sich hier han- 
dell, 2=,r, y==,y, und der Winkel = ‚w. Bezeichnet, wie in ($. 12.). 


om — 2, 0808 die Masse des Elements am Puncte »» der Normalschicht an s. 


und bedeuten ferner zur Abkürzung 

s das Quadrat (2 — ‚2)’--(y— ıy)” der Sehne ps: eine symmetrische Func- 
tion von s und ‚s, welche sich nicht ändert, wenn in ihr !—s statt s 
und zugleich /— ,s statt ‚s gesetzt wird; 

S den Flächen-Inhalt des Normalschnitts an s und N dessen Drehungs- 
moment in Bezug auf seine Biegungs - Achse; 

‚S und ‚N dieselben auf den Normalschnitt an » bezüglichen Gröfsen, welche 
von S und N nur dadurch sich unterscheiden, dafs in ihnen ‚s an der 


Stelle von s steht: 
so ist (pm)‘.Om das Drehungsmoment des genannten Elements der Normal- 
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schicht an s in Bezug auf die Biegungs- Achse am Punct p und, wie in der 


» q .n 7 x . . > “ m. . . 7 > N r 3 « 
angel. Schrift „Uber Gleichgewicht ete. $. 216.” gezeigt ist, (.S-{ N) Os 


I 
das Drehungsmoment der Masse der Normalschicht in Bezug auf dieselbe Achse. 


Das Moment der der Drehung der Normalschicht an s um die Biegungs - Achse 
am Punct p, wie sie wirklich Statt findet, entsprechenden bewegenden Kraf! 
nach ? Zeit- Einheiten der Bewegung ist daher 


0° 0 ‚@, 
a 


Ss. ı N ‚B.Se; 


) 
2y 
\un hat man nach dem Grundsatze in ($.7.) 


« « Be Br Be 2 LH, SEEN A 
0w:00 — ——: I 


N N 


und. da während der unendlich kleinen Zeit df die Abstände x, — ,z und , — x 





nur um unendlich kleine Theile sich verändern, auch 








0’0,Ww 0°’0W Feel} u 7 » . ö? od w ö’ow : Fu 3 N 
I 1 — — 1:1 , folglich —— = ——— 1217. —_. 
of‘ öt’ N AN “ ot? ot’ x, —ı ,N 
Das eben angeführte Moment läfst sich daher auch 
00w 2,—.,: N | r p 
vr £* . | u 4 
——— s.S-- N) -—os 
ot” X, N (8 ‘ 2g 


setzen und. indem man mit x, — 2 dividirt. die bewegende Kraft selbst 
io N RB EN, 
— 1 —— 3; OS. 
öt ou —ı 2g 
Eine solche Kraft giebt es für jede Biegungs- Achse zwischen A und s, 
und die Summe dieser Kräfte ist, indem man, was erlaubt ist, ©,s statt Ös 





setzt, der von ‚s=—=0 bis ‚„=s zu nehmende Integral - Ausdruck 











$? 0W 
d°’0W A ß JS AN ‘ OS N ß « I N . 
— weh rl Amen "um Be > mus >, 08 08 
MH mx MI; on —a 2 JS ,N , 
| ow N i ‚ h 
in welchem ——— nachı s und ‚s constant ist. 
3 3 


Dieser Ausdruck kann mit vorgeseiziem negativen Zeichen, da 07 = 
ist. zugleich als der Ausdruck der auf die Normalschicht an s verlorenen be- 
weeenden Kraft angesehen werden. 

15. 


Wird, wie es das Prineip von d’Alamberi fordert, die Summe aller 


verlorenen bewegenden Kräfte im ganzen Umfange der Stange, wozu noch die 
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yung } 


Kraft py—ı zu addiren ist, gleich Null gesetzt, so ergiebt sich die Gleichung 














.„ 0W 
Ö? — , 
r 08 N e . 
). — 1 — >; Ü “d,)ds- ’— 1 VD. 
es öt” 2 —! 73 P 
“ i n &N 0W s 
in der die Spannung r, nach s constant, -— ist. und aus welcher 
e X —xr 08 
mithin die weitere Gleichung 
„ow 
0 9 | 
eg os ( = u oo 
(6.) an; E en nn ) 
ot u AN Os 
ß ,$ Jos 
/ 


10: ——— 0 


folgt, welche mit der in der angef. Schrift „Über Gleichgewicht ete. $. 226.” aul 
00 


‚ ö ., } oWw i 
anderem Wege gefundenen Gleichung, in welcher — — eben Das, was hier 


Os O$s 


und x Das, was hier x, — . ist, dann ne wenn das dortige Inteoral 


Sxrs « u « h « . 
N OS —_—— as); s ısl. 


16. 
Dafs die letztere Gleichheit wirklich Statt hat. läfst sich auf folgende 





Weise zeigen. 
Nach ($$. 214. und 216.) der angeführten Schrift ist 


S’ no iu ö .) / ee. \ N f T\ 5 .. 
8 — Bf6 Be. T ‚N)c 19: 


wo alle Zeichen dieselbe Bedeutung haben, welche ihnen hier beigelegt ist: 
mit der Ausnahme. dafs ‚s und s vom freien Ende B der Centrallinie. nich! 
vom festen Ende A derselben an gerechnet sind. Setzt man daher !— | 
statt „s und /—s stalt s, wodurch O,s in — 0,5, 68 in —0©s übergeht und 
s sich nicht verändert, so wird 


. Mi j 2 % T nn u x r « j 1 Ss”, 5- N 5 # 
P° LS _ Br f (S . I 7 ‚N ) OÖ (I und /5 — Bf ( / (2: N _ = #, $) CS, 
f \ ® . 4 


>06 34 





wo nunmehr ‚s und s vom festen Ende A der Gentrallinie an gerechnet sind: 
so dafs eben jene aeg e_ besteht, dals 


SEE) - 


er. ey HN f h 
Pe Ös)ö $ 
1-0 15 1-00 


ist; in welchen beiden Ausdrücken alle Zeichen ganz dieselbe Bedeutung haben. 











Es sei nun F' eine beliebige Function der beiden von einander un- 
abhängigen Veränderlichen s und ‚s, welche nach s und ,‚s so integrirt werden 


soll, dafs, wenn man zuerst nach ‚s integrirt, das erste Integral von O bis s, 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 1. 3 
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und sodann das zweite Integral nach s von O bis /, den äufsersten Grenzwerthen 
von s und ‚s, genommen wird. Wären die Grenzen der Veränderlichen ‚s un- 
abhängig von s, so liefse sich ohne Weiteres die Ordnung der Integration um- 
kehren und zuerst nach s, und dann nach ,‚s integriren. Da aber die eine 





Grenze des Integrals nach ‚s von s abhangt, oder s selbst ist, so müssen die Gren- 

zen des ersten Integrals, wenn es nach s genommen wird, bestimmt werden. 

Diese Grenzen sind aber keine andern als ! und ‚s, oder es mufs bei der ersten 

Integration s von ‚s bis /, und bei der zweiten ‚s von O bis / genommen werden. 

Dals Dem so sei. zeigt ein Blick auf die nachstehende Zeichen - Gruppirung: 
"; 


EV, EV. 


pP, Fı, FR, 


vw) vi 2 3 
rt Pen Fin: Een 

Y) ni 2 13 v4 
Be: F iv: Fir: Fin: IV ? 


eic., 
in welcher die römischen Ziffern auf die Werthe von s, die arabischen auf 
jene von ,s sich beziehen. Die Gröfsen F, welche die Zeichen vorstellen, 
können auf zweierlei Art zusammengezählt werden. In dem einen Falle wird 
zuerst jede horizontale Reihe für sich summirt und es werden hierauf alle 
diese Reihen zusammengenommen: im andern Falle wird zuerst jede verticale 
Reihe für sich summirt und es werden dann alle diese Reihen addirt. Der 
erste Fall entspricht der Integration zuerst nach ‚s und dann nach s, der 
andere der Integration zuerst nach s und dann nach ‚s, und es ist augen- 
scheinlich, dafs in jenem Falle ‚s von O bis s und s von OÖ bis /, in diesem 
aber s von ‚s bis / und ‚s von OÖ bis Z/ zu nehmen ist. In beiden Fällen 
mufs die doppelte Summation dasselbe Resultat geben und es mufs demnach 
JYFos) = /(/Fö) 0,8 
I—0 I, 

sein, oder auch, wenn man im zweiten dieser Ausdrücke, was erlaubt ist, s und ‚s 
verwechselt und mit ‚#' die so veränderte Function #' bezeichnet: 


JJFös) 018)08 = /KJıFör) ös, daher ferner 


—() Ss — 0) 


15 HN 98)ös - [= EN 5,2)08, 


URN 











indem nämlich bei der Verwechselung von s und ‚s die Gröfse s’ ungeändert 
bleibt und S und N nur s, ‚„S und ‚N nur ‚s enthalten. — Was zu erweisen war. 
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IT. 

Die Anwendung des Grundsatzes von d’Alambert führt demnach in den 
drei hier betrachteten Fällen der Bewegung elastischer fester Körper auf die- 
selben Grundgleichungen der Bewegung. welche in der angeführten Schrift. 
„Über Gleichgewicht ete.” aus einer etwas verschiedenen Anschauungsweise 
sich ergeben haben, nicht aber auf jene. welche sich in dem genannten Werke 
von Porsson entwickelt finden. 

In Bezug auf die Integration der hier dargestellten Grundgleichungen. 
so wie in Bezug auf einige andere mehr zusammengeselzte Fälle der Bewe- 
sung solcher Körper. ist ebenfalls auf die erste Schrift zu verweisen. 

Noch mag bemerkt werden, dafs nicht nur die Gleichungen des soge 
nannten dufsern Gleichgewichts der elastischen festen Körper, nämlich des 
Gleichgewichts, welches zwischen den äufsern spannenden Kräften unter sich 
bestehen mufs, so wie die Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht der festen 
Körper überhaupt, welche durch das Prineip von d’Alambert auf das Gleich- 
gewicht zwischen den verlorenen Kräften bezogen werden und die, so wie jene 
des äufsern Gleichgewichts. den Körper den sie betreffen in seiner Gesammt- 
heit und als Ganzes umfassen müssen: sondern vermöge des Grundsatzes ($. 7.) 
zugleich auch die Gleichungen des @nnern, zwischen den spannenden Kräften 
und der Spannkraft der Körper an ihren Querschnitten bestehenden Gleich- 
gewichts. ebensowohl auf den Zustand der Bewegung der genannten Körper. 
von der hier die Rede ist, als auf den Zustand des Gleichgewichts derselben 
Anwendung finden. So müssen z. B. für das innere Gleichgewicht eines »e- 
bogenen elastischen Körpers, nach der angeführten Schrift ($. 33.) und mit 


Beibehaltung der dortigen Bezeichnungen, die Gleichungen 


( 
1) JAd0, 
2) futöi u MR, 
3) em [Wi — px — (0, oder nach ($. 215.) 


N 
00 
— EN — — pr —= 0 


{ i ' s \ ei 0W i 
Statt finden. Die dritte dieser Gleichungen kann, wenn — aus der obigen 
Os ai 


Gleichung (6.) als Zeitfunetion abgeleitet ist, dazu dienen, die Kraft », welche 
in irgend einem Augenblicke der Bewegung der Spannung des Körpers das 
Gleichgewicht hält, zu bestimmen. Aus den beiden andern Gleichungen aber. 
welche von der Zeit unabhängig sind. folgt, dafs die Drehung der Normal- 


= 
‘) . 


«) 
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schnitte des Körpers während der Bewegung stets um dieselben Axen Statt 
hat. welche für den Zustand der ruhenden Spannung sich ergeben. 

Ferner mag hier noch die Andeutung Platz finden, dafs Nichts hindert, 
die Möglichkeit des gleichzeiligen Nebeneinanderbestehens mehrerer Folgen von 
Schwingungen in elastischen festen Körpern anzunehmen; so dafs die Schwin- 
sungen jeder Folge unter sich gleiche, aber eine andere Dauerzeit als jene 
der übrigen Folgen haben, und dafs hierin die secundären Töne. welche neben 
den Hauptlönen an diesen Körpern öfters wahrgenommen werden, ihre Er- 
klärung finden können. 

Die erwähnten Gleichungen mit partiellen Differentialen, welche im 
„Trait&e de Mecanique T. 11.” mit grofsem Aufwande analy!ischer Gelehrsam- 
keit weiter behandelt sind, bilden die Grundiage der Lehre von den Schwin- 
sungen der biegsamen Saiten, sowohl als der elastischen festen Körper; wie 
sie in den Werken der französischen Malhematiker entwickelt und auf den 
physicalischen Theil der Akustik angewendet ist. Zwar findet man in ihnen 
häufige zur Bestätigung der Sätze dieser Lehre die Übereinstimmung derselben 
mit der Erfahrung angeführt; allein eine solche Berufung kann, wie Dem auch 
sei. einer Theorie. welche erwiesenermalsen auf unrichtigen Vordersätzen beruht. 
offenbar nicht als Stütze dienen. und der Verlasser dieses Aufsatzes glaubte 
weder hierdurch, noch durch die hohe Achtung, von der er vor Männern 
wie Poisson und dessen Vorgänger sich durchdrungen fühlt, sich abhalten 
lassen zu dürfen, seine Bedenken gegen jene Lehre auszusprechen. Über- 


8” 


haupt mag das Gesammt-Ergebnifs der vorstehenden Erörterungen wohl zu 
dem Ausspruche berechtigen, dafs der genannte Zweig der malhematischen 
Physik, so weit er auf die Schwingungen der elastischen festen Körper Bezug 
hat. noch eine gründlichere Ausbildung, als die jetzige Literatur sie aufzu- 
weisen hal. wünschen läfst. 

In dem Werke #ulers: „Methodus inveniendi lineas curvas maximi 
minimive proprietate gaudentes, Laus. 1744,” findel sich eine Auflösung des 
Problems von den Transversal- Schwingungen einer elastischen Ruthe, welche 
von der der französischen Physiker sehr wesentlich abweicht, aber eben so 
wenig wie diese als befriedigend möchte gelten können. Was Euler in „Novi 
comment. acad. Petrop. T. XV, 1770 und T.XX, 1775” über die obengenannte 


Art der Bewegung elastischer Körper gegeben hat, trifft dagegen in der Haupt- 


sache mit der französischen Behandlungsweise des Gegenstandes zusammen. 
Stutteart. im Juli 1849. 


nn 











». 


Sur quelques applications des determinants 
a la Geometrie. 
(Par Mr. Joachimsthal de Berlin.) 


J: me propose dans ce memoire d’etablir par la theorie des deter- 
minants quelques formules relatives a laire du triangle et au volume de la 
pyramide. Les problemes que j’ai trailös sont on ne peut plus simples:; mais 
on accordera peul-elre quelque attention a la methode que jai emplovee 
Je commence par quelques explicalions. 


On nomme determinant des n” quantites 


ah Tirch 
u mE Teer " 
" A. A SOEETSEE 


le denominateur commun N qui se presente dans la resolution des n &quations 


de premier degre a 7 inconnues 


2,8, t Yı 1 3,7 ht E. 
oo nt ac- hr E; 
rg tYy,n+2,64 +41 E. 

Pour fixer les signes des termes, je supposerai posilif le produit &,, ya, 23... . - / 
qui fait partie de N. On sait que N—0 est la condition pour que les @quations 
ss + Yınt 1°+.... +47 = 0, 
2,$- Yyynt+zC- ee 51 oa 0, 
tet 


soient compalibles entre elles. Les calculs suivants 6lani presque tous des 
applications continuelles du theoreme de la multiplicalion des determinants, je 
vais expliquer rapidement ce iheoreme pour eviter aux lecteurs la peine de 


le chercher ailleurs. 
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En ecrivant comme suil 
l z$-tyn +26, Wessityn ta besıtyn +zL, 
bu, cs tYMmT2on Mm 5 Yıfı H210 nf, + Yo 2,015 
{ Ts yr Ela, az 5,  Yınr la, A —— 2,5 Yana- Bela; 
je dis qu’on aura 
|“ ) S 1 1 | bw lo. lo: 
(1.) ah aA u et, Bi, 
ur u ERER. 
ou bien 
(2.) e(yı2 3.) am — aa) ar By) Sm — nd, 
| 7% — Sı%) 1 SMS: S192)| 


MR la ns; li lu2); 


et la formule analogue convient egalement aux determinants d’un ordre quel- 


l APR AR vn bılıa) I Luke — hr :) +1 ( 


2,0\ 


conque. On peut la demontrer en resolvant de deux manieres differentes les 


equalions 


h zU+yV+z2W, U = Su+Svtsw, 
h, 2 U-y,V/+zW, } - NU-NIHNnW, 
h, = 5 UÜ+y,V-+2,W, W—= Su+&vtö&w, 


u, v, w elanl les inconnues. En ellet, on peut commencer par substituer les 
valeurs de U, V, W dans le premier systeme, ou en exprimant U, Y, W 
a lVaide du premier systeme; on substituera ensuite les expressions trouvees 
dans le second systeme. En comparant les valeurs de w, v, w obtenues par 
ces deux methodes, ou seulement les denominateurs, on tombera immediate- 
ment dans la formule (1.). 


Un cas parliculier merite encore quelque attention. Supposant 


L —r4 y=n, elc. eic.: 
mettant de plus 
gs = er +, Por = CU TYYır 72, 
ss = ritryitzi, = tn YyY%nt22%, 
gs —_ntyprn; Pı2 = Iıla-+ Yıya + 2122: 


les formules (1.) et (2.) deviendront: 
jr a | | %, Pos Po2| 
(3.) det.‘2, Yı 2 = del. Poı Sı Pıa, 


Im; Pız 8 | 


Ir; Yo 2, 


(4) elta — Hy) YA — 022) + FeaıYy2 —Yıla)y 


— 9,9, —S$ Pi: — $ Pia — SP ı Rp „ıPv2Pı,2» 
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| On a egalement 


LE Yy 2% 1? Ss, Poı Pou> Pos 
i y 2a, | ii ‚ 
(5.) det." Yı #1 al _ gen /Prı 9 Pur Pısl 
nr Yyı 2 b Po Pa 9 Pr | 
u YG s t; Pos Pıs Pas 9 


La valeur du determinant a droite est 

(5 bis.) 5,51,82855; — SosıPpa3 — $2S3 Pot 2SoPı2PısPas + PrıPes — 2PraP2sPoaPı.; 

| — sHPia — Di s;P, 27 28; Po2Po;P>23 "1 PraPis wu 2», ı Pa 3 Pos Pı 

—ö SPı.> — 8,8 pP‘. + 25,Po,1PosPıs 7 PisPi.: 2Po2 Pı3Po3Pi 
+ 25; ıPoaPı2- 





Toutes ces relations seront applicables aux formules de Geometrie 
analytique qui se presentent sous la forme des determinants. Je n’en citerai 
que deux; savoir, celle de l’aire du triangle et celle du volume de la pyra- 
mide triangulaire exprimes par les coordonnees rectangulaires des sommets. 


Soit A l’aire du triangle forme par les points (z,y), (z,,yYı), (%,y,), on a 
rt y 1 
(6.) +32 = Lıy» — Dıyır Dmy—IYı+ TY,— L,Y = det. \w, Yı 1’; 
x. Y: ı\ 
ou bien, l’origine etant un des sommets, 
‘ 44, Y 
+24 — 2, Ya — LCrYı — det. ee 18 
2, Yı) 


Le volume de la pyramide dont un des sommels est a l’origine, peut etre 


exprime par la formule connue 


u y 2] 
+6P = L(Yıza — y22ı) +y (A: 4; 2,)+ (2, Ya — IyYyı) = det. (x, Yı . : 
In Y» 3} 


et dans le cas general par: 





.—ywan 
u Yı A 1 | 
un Yy a 1 


TI; 3 % 1 


(7) +6P — 


Ces preliminaires poses, j’entre en maliere. 





2. 
Probleme. Exprimer l'aire d’un triangle au moyen des equations des 


trois cötes. 
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Soien! 
| s+- mn +n —=Q, 
(8.) TS+-mn-+n Ö. 
| I ı- ! ! 
WS m'n-+n' — 0 


les equations des cöles, et (2, y) le point d’intersection de la seconde et de 


la troisieme droite, (x, y’) le sommet oppose ä la seconde droite, et (.”, y" 
le troisieme sommel du triangle. On aura &videment les neuf equations: 

lc-- my—+n P; !e-mMy+n—=(, "r-+-my-n' — 0, 
Uc-+ my--n 0, + ny+n=p, MVeotmyın —= 0, 
U"r-+-my-+n 0, Ve’tm'y'{n —= 0. "x" --m"y"-.n” ee, 


ou p, p', p" designent trois quanlites, differentes de zero, dont nous deter- 
minerons les valeurs ci-apres. 
Formons les determinants des cöles a gauche et des cöles A droite, el 


egalons ces expressions. Le determinant des cötes a droite 


p 0 0 
0 po 
0.0 p 
est pp'p'. Le determinant des cötes a gauche est, suivant (1.), decomposable 
en deux facteurs 
jr 3 % nn Ä 


det.(= y 1) de!!! mM nm), 
x" ur | II" m" „"\ 
dont le premier est au signe pres la double aire du triangle donne, ou bien 
+2A. En ecrivant 
mn 
(9) N==det./! m’ nm U (m'n” — mn’) -- U (mn — mn" ) -- U (mn’— m’n). 
I" m" n"\ 
on aurfa 
(10.) +24 = pp'p". 


On trouvera la valeur de » en &liminant x ei y des equations 


Ic-+- my+n—p=(. 
!c+- my+n =0, 
"c+m'y+n" =0, 
ou, ce qui revient au meme, en substituant n—p a n dans l’equation N — 0 


Cela donne 
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N —= (U!’m"— m’l')p et egalement 
N = ("m — Im" )p', 
N —= (Im! — ml! )p"; 
N’ N?’ 
11. A= +1 — | +4 — 
( ) — 2 (m — ml l'm—m "I)(lm- mi) - OR oN ON 
on On’ On" 


Corollarre. Il est aise de trouver maintenant les valeurs des cötes. 
Soit f la longueur du cöte represente par la premiere equation (8.) 
et ı la hauteur correspondante, on aura 











’ Ic+my+n p N 
J je 24; TE Zu + u. — - — 1 — 
In — v(l’-+-m?) + 7 Im) x ON | 
5, yv(l?’-+ m’) 
d’ou 
"a v(!’+m’).A 
HIN 


on’ On! 


3. 
Probleme. Trouver le volume d’une pyramide triangulaire des equa- 
tions des faces. 


Soient 
astanta'-ta” —= 0, 
(12.) b5+bn- a gar u” ———, 
di + cn+l-l" = 0, 
ds+dn-+d'T+d" 0 


les equations des quatre faces, et (2,y,2), (0, y',2'), (a",y',2"), (e",y",2 
les sommets respectivement opposes. On pourra etablir seize @equations ana- 
logues aux neuf equations du No. precedent, et on obtiendra par le meme 


procede 
ie z y z 1 
ou wor ey | 
‚ ’ ‚ mm 
(13.) det. ie FR er det. ..: — ppp p 
d d' a" ar za nt a 
ou 


p = = ay+a'z+ta", 
p= -by-+b"z +5" etc. etc. 


Creile’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heit 1. 4 
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u. 


in designant par N le premier determinant de la formule (12.). on aura 


\ a’ oN N bh ON er oN l ı ON 
oa" | 





Som T © den ii dam 
\ etant lineaire par rapport aux quantites a”, 6", ce", d". Mais comme 
, 
; est donne par lVequation N—0,. ol «” a ete remplace par «@"—p, on 
’ 


Irouvera 


X ‚ N fr N rt N 
) = > - r : f} nen ne 5 Zu z u —— - 
/ oN l oN } oN l oN 
} a’! ( pr oe! od" 


l‚e second determinant de (13.) est au signe pres, six fois le volume P de la 
pyramide,. comme je l’ai indique dans Fintroduction, done nous aurons 

N? 
N 0N 3N ON 


oa ob! oe"! od" 


(14) P= +J}- 





Voila la formule demandece. 
Corollaire. Si A, B, C, D sont les aires des quatre faces correspon- 
danles aux quatre @quations (12.); et si 7 est la hauteur abaissee sur A, on 


aura les @quations suivantes: 














3p f ax+ay+ad'zt a" p 
‘ — /TA,; u 21217208 ° Bu Fe pen a pe zn 
v(a”+«°+.«'*) —vMa+ «+ a") 
N 
oN / 2 2 „2 
— Vla’+ u" + a?) 
da 
par consequen! | 
» Vla’+a”"-+ a?) 
[A +4 N AV An — V et egalement 
Ci Ol Ol Ol 
da" Sc" od" 
2 | A2_L ar? 
B + ıN? 410 


zn oN 0N 0N 





oa oc" dd"! 
Y: v(e+c'”- e''?) 
. oN ON ON ° 
ou! oh!" ( d"' 
Y: v(d’+-d” + d''?) 
g oN ON oN 


AWHT) 7} n 
oa ! ob " oe 


(15.) 











IR u. 2 


| 





Voila les expressions des faces. 
En comparant le produit ABC a P’, on a 


» 7 u ü » ım > 3 m) | 12. | ) IA 
(16) P = +34BCyia+ aa") yo +?" )y+c”- N) 
Ol 
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Supposons (ce qui est @evidemment permis) que a, a‘, a” soient les 
cosinus des angles que la perpendiculaire abaissee de lorigine sur la face 
A fait avec les axes posilifs; et ainsi pour B et ©. Nommons en oulre 4, 
m, »n les angles diedres de la pyramide entre Be C, Ce A,AeaD 
prenons l'origine dans l’interieur de la pyramide, on aura 

au." = "= tel”; 
be+-be-+b"c" — —cosl; ca+ca-+ca — — cosm; 
ab-ab'--a"b" = — cosn. 


En formant le determinant N on PRaREOR, 


oN Ä ‚pr 
—— — alb/d" — We) b(ca" — c"a')+ cab" — hu" 
od! / \ | 
Le carre de cette anza se transforme a l’aide de (4) en 
+14 U") (b 6? 1 Dr) - c” c' ı2\ — (@ °),(be-- be - be" 
— (b’ 5° pn )(ca+cda- a) (eier ab - ab + ab") 


2 (ab- ab’ + a"b)(ac- adcd- a 1.) (be b'c'--b"c ” 
— 1— cos!’ — cosm’ — cosn’ — 2 coslcosın cosn 
et il en resulte 
(17.) P? —= 3 ABCY(1— cost!’ — cosm’ — cosn’ — 2coslcosmcosn 
lormule qui exprime le volume d’une pyramide par trois faces et les angles 
diedres qu’elles forment. 
Comme je reviendrai plus tard a la pyramide, je passerai a presen! 
a d’autres problemes qui peuvent etre resolus par les formules (3.) et (4.). 


4. 
Probleme. Trouver le rayon du cercle qui passe par trois points 
donnes. 
La seule difficulte est ici de trouver un procede symetrique pour l’eli- 
mination de « et 5 entre les trois Se 


Feihe L(y— BP) —r —=Q, 
(18.) ve x — eo’ +(Y—p)—r —=U(, 
(ea — eo’ Hy" Pi = 


Mettons 





\ z—ao y—P ry-i] 
N — de.!e—a y'—P ry-i 
a"—a vB ony-l 
on aura suivant (3.) et (4.) 
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nz 


2 a)+-(y—P)—r. 


| \ Ss Po, Po2| | a 
N? det. / Pi Sı Pr) A Pa = (20) — 0) (y— PP) —-M—r. 
FR Pı> s, | etc. 
Mais, en ayant egard aux equations (18.), il vient 
gs =. =®9 
el 
-Patsts = (TE) (y—yı);, 

done 

Po, He a + y—-y)} = —4A, 
et de mäme 

Po 39; 9 = —3ß; 


/, 9, Ah etant les trois cötes du triangle forme par les points donnes. Il 


en resulte 


| 0 — 14h 1g | 
N — de.!—-ı4® 0 1) — —_ If. 
ig —ır 0| 
Mais on a”) 
|’ -a y—P ry— " er 
N det. 2 —a y'—P ry-1) = dea.!z y ry-1 
2" — a yv’—P rYy— la" y' ry—1\ 
(ey 


Yy—1de.(z y 1) = 2ry—1.4; 
PX y 1 
4 etant laire du triansele: done — If’ A’ — (2ry—1. 4). ou bien 
Al s k } / 


.__ Jh 
(19.) r— 77 


Corollaire. La formule precedente, qui exprime un theoreme bien 
connu, conduit immediatement a l’@quation du rayon d’un cercle qui en touche 


trois autres. 





*) Pour eclaircir la reduction suivante a ceux dont la theorie des determinants n’est 


pas familiere, je remarque qu’on a 


\ 4 l y % | ®, Y 3) | \‘ Y Ss 

detic + Yy Neddir y NHdet) YV 7, 

X" tl y" 2") xy zn I ytzaM, 
parcequ’un determinant est une fonclion lineaire par rapport aux elements d’une colonne 
horizontale ou verlicale. Si lon az=Y!=z"”, le second determinant a droit s’eva- 


nouit, deux des colonnes verlicales elant composces d’elements egaux. 
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Soient O le centre et g le rayon du cercle qui touche de la meme 
maniere les trois circonferences supposeces exterieures les unes aux aulres: 
soient de plus « et 5 deux points de contact, r et r’ les rayons des circon- 
lerences correspondantes, et A et B leurs centres. Dans les deux triangles 
AOB, aOb qui ont l’angle O en commun, on aura 


AO.BO ) 


( 19*.) sin 10 == # ad ee ı /= 


ar 
Mais AQ— BO = +(r—r'), et la racine du numcrateur sera la longeur de 
la langenie commune externe prise enire ses deux points de contact. Done. 
en designant par #7, @, H les distances des cenires A, B, Ü aux centre 
du cercle demande, par /f, 9, A les tangentes communes externes delinies 
comme ci-dessus, et par f", 9, A les distances be, ca, ab ou a, b, ce son! 
les points de contact des eirconferences (0) et (A). (B). (C). on aura sui- 


vant (19*.) 





f' f y g "oo hı 





| o Y6H’ 0. YiH) e  v(F6) 
et a cause de (19.) 
HIHI HIT HI HN). 
ou Faire A est exprimde par les cöles. En y snbstituant les valeurs prece- 
dentes, on obtient 
(19bis.) fyA 

fVF- gyy@-+AyID(fyF--gy@—hy H\fyF—gy@- hy Hy—fyF-yy6G@-hyH). 

Ceile formule remarquable donne le rayon o. parceqne les Irois 
distances inconnues F', @, H dependent des quatre rayons o, r, r', r" par 


les relations 


F= o+r, 
1 — 0 + r, 
H — 0 + r". 


Si le cercle cherche ne touche pas toutes les circonferences de la 
m&me maniere, deux des quantiles f, g, A deviendront des tangentes communes 
internes. Si les cercles ne sont pas exterieurs les uns aux autres. il faut 
faire les changements necessaires, qu’on trouvera sans diffieulte. 

Corollaire 2°. Le procede symetrique dont nous avons fait usage. 
fournit aussi des moyens pour la resolution d’un probleme relatif a l’ellipse. 


analogue a celui que nous venons de developper. 
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U 2 
o. 
Probleme. Determiner laire d’un triangle inscerit a une ellipse. 
Soient (x, y), (x, y'), (@”,y”) trois points de l’ellipse 
£? n? 
1 = 0; 





21 a. 
( ) 17% 
f, 9, Ih les cordes entre ces points respeclivement opposes a eux, D, D', D" 


les trois demi-diametres paralleles a f, 9 A et A Tl’aire du triangle inserit. 








Mettons 
X y P 
u 
! 2/1 
N 3 { . > I_ Bi I A u 4 
di a b ab 
r!’ yi 
A GE a 
don« 
\% Pu Pos] \s = 4-1 
\ dei. ı S Pro OU L 
\ = I 
IA Pı. $ IPs. _- w 7 De a. eic. elIc. 
En ayanl egard a l’equation de lellipse, on ua ss = = n=ß0 el 
Ne er 
’ (r—ı) , (v—v') h’ 
— 8 nt rs, == en mn Zn u 
Po. >; a? | b? Du": 
ou bien 
h 2 . Ph 
Pan = — gm» eb N = 2poı Pag Pız = — I ppm‘ 
Il suit de la 
29 Pe 
2) 2 tt 


cest a dire: 

La double aire d’un triangle inserit a une ellipse est au produit des axes 
comme le produit des cöles au produit des diametres paralleles. 
Corollaire 1”. Pour un cercle qui passe par les m&mes points on aura 


£ b een D en D an D' a. 


dad: 


r elant le ravon du cercle: done 
ee igh 
L — Ar 


En divisant cette relation qui n’est pas autre que (19.), par la formule (22.) 
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on en lire 
a 
dd 
c’est a dire: 
Le rayon d’un cercle qui passe par trois points d’une ellipse est egal au 
produit des demi-diametres paralleles aux cötes du triangle inserit, divise 
par le produit des demi-axes *). 
Corollaire 2°. L’equation de la conique, rapporlce a un des foyers 
comme origine, 
ze+y—N(z+p = 0 


se prete a un caleul analogue a celui que nous venons de developper. Soien! 
s, {, u trois cordes mendes par le foyer et paralleles aux trois cöles diun 
triangle inserit, @ une quatrieme corde passant par le fover et perpendieu- 
laire au grand axe, et r le rayon du cercle qui passe par les sommelts du 


trianele inscerit. on aura 
stu 
4) vr} () 
(=4.) :/\9 
Corollarre 8. Les formules precedentes sont susceptibles d’une ge- 
neralisation que j’expliquerai rapidement. 


Soit 


4 / 4 


’equation d’une conique. et soient /x,Yy). (x’,y'). (x”’,v") trois points quel- 
, "233 3 33 a | 


N 


conques situes ou non sur la conique. Mettons 








a y? ze Ep y I 
a? b?’ usa a Pı2» 
 , 1 . ex , y!ı 
zn oh —t 2-7 1 — g.,. 
a? b? ; ie Pr. 
„ ‚m2 
1 g'' Er yY | ) 
a” b? a” h” Po, 


*) Voir ce Journal Vol. AXXIX. pg. 135 oü j’ai donne une demonstration geomelrique de 
ce theoreme fondce sur la theorie de ha projection orthogonale; ce qu’on pourrait faire 
encore pour d’autres theoremes du memoire actuel. Pour meltre d’accord le texte de 
la demonstration avec les figures, il faut lire „Concevons le cercle dont lellipse est la 
proj. orthogonale, au lieu de Projetons l'ellipse de maniere qu’elle devienne un cercle.“ 
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- 


Mettons de plus 





De. Y 
\“ 
\ Sweransen det. r 1 +) A 
j% b = ab 
y" 
b E 
B 
\* o-. = 
r, y' A 
N det. IF ee > == ı 
y" 
% -) 
4 etant laire du triangle forme par les trois points. on a 
ar 44°’ 
Be 
a”b? 


Mais en vertu de (1.) 
| 5 Po,1 Por! 
NN — de, Si Bass 
po; Pla 9; 
done 
(25.) A=— (ab) | — SoSı 8: 1 sp: | 5 Po: T S,Pu1 . Po, ıPoaPı.y 
Cette formule embrasse un grand nombre de cas. Pour un triangle inscrit. 
on a ss, —=n——( el on reirouve les formules deja developpees. Pour 
trois points conjugues, c'est a dire pour trois points tels que la polaire 


de chacun passe par les deux autres, on a Pı = Pa = Ppır =. et 


I 


2 2ı 3 
* . * 4 Y 2 r * - “ 
4 \(ab)(—ss,5,,'. Mais l’expression (> -. 7) designe la distance d’un 
. a ä 


point au centre de la conique, divisee par le demi-diametre dont la direction 
coineide avec cette distance; done: 
e, €, e, elant les distances de trois points conjugues au centre de la conique. 
d, d,, d, les demi-diametres dont les directions coineident avec e. e. e: 


l'aire du triangle entre ces points en sera egale a 


(26) A= ab (5 1) — 1) 1)): 


a et b etant les axes de la conique. 


Passons maintenant a la sphere et ala pyramide. 
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6. 
Probleme. Trouver le rayon de la sphere qui passe par quatre points 
donnes. 
Soient A la distance des points (“,, v;. 2,) el (w, Y, =); 
celle entre (x, Yı, 22) et (%ı, Yı, 2ı): 
u la distance des points (2, Y3, 3) et (v1, Yı. 2). 
w celle entre (2,, Yı, 2%) et (X, Y, 2); 
v la distance des points (25, Y3, 3) et (&, Ya, 2, 
v' celle entre (z, y, 2) et (2, Yı, 35 
alors A et 4, wet w, v et v seront des areles opposees de la pyramide 
triangulaire entre les quatre points donnes. Le procede d’elimination de «, /, ; 


entre les quatre &quations 


a + -AH+@-Nr = 0, 
++ Nr 0, 
a An — + (a —y)— rt —=I0. 
(2, — a) - — +, —y) —r —= 0 


est le möme que celui du . (4.). Posons 


'c2—a y—P z—y ry-—l ze y z r)-i 

AB 1° VENSERRAREREATE tin 
v | Fr Ü& > 7 Yu © u r] ıl det. nz Yı aan ry—1l 
== det. j b > e w 4 — det j . " 1 
ae 8 2-7 ey 8 rl 
LI, U Y—P 23, —Y ry—1: LI; Y3 2} ry—l 


—— +brP, —1. 


P etant le volume de la pyramide triangulaire. Or en vertu de (5.) 


Ss Poı Por Pos) VÖ —4v" —Lu —1ı 
ER TE. DE er ) — det. E 2” ” Mer ah ai | 
|Po; Pı2z 9 pP: “ Bu — ga 0 1 “| ? 
Pos Pıs Pas 9° —44 — tu -4V 0 
car s— (?—a) +(y— P}Y--(z—y)”’—r=0 et de meme s,, 5, 5;; el 
Po = 2a er —e)+2(y—- Pr —- P)2E-NA—N—?r 


ta tet = 
de m&me pour Pyas Pos» Pıas Pıss Pas- I suit de la 
0 —v? — u? —X 
2 12 2 
—-36rP? — FOR an ohne | 
— u —ıh" VÖ _ v: 
pERNE |. = u 0 —rv 0/ 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 1. > 
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La valeur du dernier delterminant se transcrit de (bis), et on obtient 


) 


‘ „An! Ä ! ! ( > ! A >. 2 /LWL Duo 2) > ) 
24rP + Wut rt — Quiuv vv” — vr — NW U", 


‘) E , N ! | 2 ray J ' \ S B2. ar | a'\/__13' | Ri a ! 
(zi.) 9 5,pV ku um vv Ak Hu —vv )(Ak —uu vv \—A --uu-+vV)). 


Mr. Crelle a donne le premier la forme remarquable de cette relation 
quon lire sans peine du procede d’elimination dont nous avons fait usage. 


Corollairre 1”. On peut obtenir une formule analogue a (22.) rela- 
live au volume d’une pyramide triangulaire inscrite a un ellipsoide. Soient les 
quatre points (r, Yy, 3) (us Yı, 2ı) etc, sur lellipsoide 

£? n? r? 
| z ge —1 —- 0. 
u BE - 


et 1, DL, NM, MW, N, N’ les demi-diametres paralleles aux areles A, 4, 
“, tt, v, v; on trouve par un calcul semblable a celui du No. (15.), pour 


le volume de la pyramide: 


Ah u! vr' 777 vv! 
(28)  P abe) 1 1 )( EU ... SUSE. 
use, 2 \ ON LET MM TNWV/\EL "MN NN) 








” ( A, u , w )( AN u , vy' )! 
ALL MM' | NN LL' !' MM' |! NN'IN' 
Designons le radical de cette formule par T' et celui de (27.) par 8, 
Ie ravon de la sphere qui passe par quatre points de lellipsoide sera 
1 8 
abe T 


Si les quatre points, au lieu d’etre situes sur la surface, forment un systeme 


(29) r— 


de points conjugues, le volume de la pyramide determinee par eux, sera 


(30.) P = L(abe) | (+ € -)& — 1) -1)(4 = 1)). 


e, ,, 0, €, sont les distances des quatre points au centre de la surface et 
d. d,. d,. d, les demi-diametres dont les directions coincident avec celles des 
distances. in passanl je remarque que les trois sommels d’un triangle 
peuvent loujours eire consideres comme trois points conjugues par rapport a 
un cercle a centre reel et a rayon reel ou imaginaire, ce qui n’a pas lieu 
pour la pyramide et la sphere, a moins que les quatre hauteurs ne se rencon- 
trent en un seul poml. 

Corollaire 2°. J’ajoulerai encore une formule relative au volume P 
d’une pyramide, dont un sommel est au centre de Vellipsoide et les trois 


autres sur la surface meme. 
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Posons 
@ } z 
\ dad b © 
J ' nt > 
! i FR h) eQ ! 
X — det. — a a t4 7 
a b c -i 0 
r!! y! " 
a b ( 


Soient A, u, v les trois cötes de la base, opposes aux sommels (w, v, 2). 
! „ 4 


(x, y', 2’), (x", y’, 3”) respectivement, et L, M, N les demi-diametres 


respeclivement paralleles, on aura 




















A 5 (x — x)” (y’— MM)’ (1 ZN)? 
LI u? b?’ ( 
2(1 rer! yy" aA 
u a’ b°? ce’ / 
et de m@me pour r r u bien 
2 me pe — ., ——: 0 
ul ie = 
} ! N „ y'y!' tz h 2 
a b’ ee u’. 
x" Y'y ı\ ‚Alp: u u 
a? b? ” Ze = MM?’ 
Ex ) y' 32 N N v“ 
a? b? ee : N’ 
Mais 
x” y” z 
s = “ oo u el . 
Pt 2 \ u . ec? 
N, = det. !pı Ss Pro) ou { | 
\\ | X , W 22" RW. 
N I un 1 —— — — 1-3 zz. UONC 
Pa Pia ® Po, a” b“ e = m 
v” 11” 
3 
| 1 1; N? 14 YE 
6Pp v” » 
By li .; 
(+ abe N: 2 12 
2 2 
RE 7 u Eu | 
77 2 7: 
u ve ur | Ay zu'v‘ Au + 
'A 4M° 4AN: "21?M: | 2L’N: ' 2M?:N® 47 
done 





2 Petra ta ma "m 


Tee ae art 


ar 
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Supposons les trois points (0, y,2), (,y',2'), (2”, y', 2”) sur un plan dia- 
metral. on aura P=0, et 


2 U vV ) ri U 
32. 2 We zZ + an 
) (1 M nz m - Wr - m N L'IM'N ) 
‚u’v’ 
L’M?N® 
Voila la formule qui exprime la relation entre les trois cötes d’un triangle 
inscrit a une ellipse ei les demi-diametres paralleles. 


E; 
Remarques sur les formules precedentes. Conditions pour que quatre points soient 
sur une eirconference et pour que cinq points soient sur une sphere. 


Les determinants qui se presentent dans les calculs precedents sont ou 
des determinanis a elements inegaux ou des determinants symelriques par rap- 
port a la diagonale, comme les determinants a droite des formules (3.) et (9.), 
ei dans quelques uns de ceux-eci les el&ments de la diagonale, que nous avons 
designes par 5, S,, $, 5; S’@vanouissent. En examinant les problemes que 
nous venons de traiter, on verra que dans tous ceux qui se resolvent a l’aide 
des determinants generaux, il existe une analogie entre le triangle et le cercle 
d’un cöte et la pyramide et la sphere de l’autre. Mais toutes les fois qu'une 
propriete des deux figures planes peut &tre demonirce par un determinant de 


la forme 


VD ce db 
ed a 
b _ ad. 


(el ce sont par malheur les plus precieuses et les plus elegantes). l’analogie 
el la simplieite des formules cesse pour les solides. La difference tient alors 
a ce fait analytique que le determinant du troisieme ordre que nous venons 
d’ecerire, est egal a 2abe, produit rationnel des elements, tandis que le deter- 
minant du quatrieme ordre 


VDabe 
” ao—d cd | EEE aa dt Ken) 
(33.) det. < u I kin D*b" 4- ec" — 2aa'bb' — 2aa' ce — 2bb' ce 
Ce d 


eb «dd 


n'est decomposable qu’a l’aide des facteurs irrationnels. 
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Pour eclaireir ce que nous venons d’avancer par un nouvel exemple, 
examinons les conditions pour que quatre points soient dans un cercle et que 
cing points soient sur une sphere: question dont je me suis occupe a plusieurs 
reprises. Pour le cercle on n’a qu’a eliminer «@, 9 et y entre les qualre @quations 


Ey tan Hy tr — 0, 
n+Yyırazs, +ßyıty = 0 
n+y-+om-+Py-4y = (0, 
BY -+os; + ßy-+y = 0. 


On sait que le resultat n’est autre que 
2 e... 
ni 
(94 3) 2 y | 
BY 9% y 1 


ou bien 


2. Y Ey 1 
0 = ("-y)de.!n Y — (27 +yı) det. on 7 


I; V3 


+ (a y2) dei. ieı Yı 
L3 Y3 


| 
l 
1 
ey 1 
1 
1 


On trouverait par le m&me calcul pour la sphere. 


2 Yı za 1 ey 13 
/ ) > | ) . TI) Ya 29 1! r 4 a T Ya %, | | 
2 -+y 72) det. (21-7 Yı- 21) det ne 
| TI; Y3 3% 1 Bu I; Yı 23 | 
I 
zo Yı a 1 2 Yı u 1 


— (23+yı+ 2;) det. 0, 
It: ) 2, 1 | 
hr Y 3 1 


c'est a dire: 





a, b, c, d etant quatre points d’un cercle et o un point quelconque. 


on aura 
(34)  Z+0a‘. triangleded — 0. 


et de möme pour cing points d’une sphere a, b, c,d, e: 


(35.) Z+o0«@.pyramidedede — 0. 
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Ges deux theoremes pour le cerele et pour la sphere ont ete signales 
par Mr. Luchterhandt (Vol. 23° de ce Journal). Il et presque inutile de 
remarquer que dans les deux sommes, dont l’une a quatre termes et l’autre 
cing. les signes doivent etre pris convenablement. Leur analogie tient a ce 
qu'ils sont tires des determinants generaux. 

Mais quelque elegante que soit la relation (34.), on sait elle est fort 
loin d’etre la condition la plus simple pour quatre points d’un cercle. Pour 
en obtenir une aulre, il faul recourir aux resultats du No. 4. tires des deter- 
minants d’une forme partieuliere. On a pour le rayon du cercle qui passe 
par a, d, ec: 

i ab.ac.be 
m ‚triangle abe ? 
el pour un quatrieme point d du meme cercle: 


ab.ad.bd 





Fr a . we 
4.triangle abd 
done 
5 ac.be ad.bd 
(36. _— nn — —, 
triangle abe triangle ubd 
ce qui entraine la condition 
sinachb — sinadb, 


ou bien: les deux angles acdb, adb sont ou des angles egaux ou des 
angles snpplömentaires. En appliquant le möme procede ä la sphere, en 
[aisant usage de la relation (27.). on oblient encore une formule ana- 
logue a (36.) mais qui lui est inferieure par rapport ä l’elegance. Savoir, 
pour que les eing points a, db, ec, d, e soient situes sur la m&me sphere, il 
faut qu'on ail 


| nr „nf ! AWITT ! ] ! „nl | | 

——— (A + u + rr')(AU + uw — vv )(Ah — un +wv)(—M+uW-+vv')P 
> > I\ ' , ’ ’ ' ’ i \ i ) i | / 
Pyr. abed 


en [22 + mu’ + nv’)(U + mu — nv’) (U — mu + nv) 
Pyr.abee ‘ I | | | 
x (WW mW nv); 
ol jal pose 
ch e ad — A ae —l. 
ea —= |, bd = U, be — m , 
ab = u, cd =>», ce = N; 


mais on n’en pourrait tirer une consequence remarquable par rappori aux 


angles de la figure. 
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Corollaire 1”. En prenant dans la relation (34.) le centre du cerele 
pour le point o, elle devient identique. Pour remedier a cet inconvenient, on 
n’a qu’a meltre au lieu des aires des triangles les produils des cöles, ce qui 
sera permis,. les qualre points elant sur la meme circonference: par la on 
obtient 

> +oa.be.cd.bd 0. 


ou bien 


ou 


IV 


——_/. 


ab.ac.ad 
Pour fixer le choix des signes, supposons que a et e, b et d soientl 
les sommels opposes du quadrilatere convexe; alors on aura 

37 1 ( 0« oc \ | I\ı ob ol | 

mi DET ENT ERET u 
Cette formule n’est pas sans interet pour la theorie du cercle. Elle 
donne p. ex. le rapport des diagonales «ec el dd, en prenant pour o le centre. 
le point o coineide avec un des sommels, la formule n’est autre que celle 


qui exprime le theoreme de Prolemee. 


I, 
Les angles diedres de la pyramide. 
Soient A, B, C, D les quatre faces d’une pyramide triangulaire. el 
desienons les angles diedres de la pyramide 
entre B et Ü par /, entre Det A par 
- - C-A -m, -- D-DB_- m, 
-- A-B - nn, - - D-U- nn, 
el par 4, u, v, X, w, v’ les aretes correspondantes. Par la theorie des 
projeclions orthogonales on a les formules connues 
— A--Beosn+Ücosm--Decos!' — VÖ. 
Acosn — B-+Ücos !-+Deosm — 0. 
Acosm + Beos! — C-+-Deosn’ 0. 
A cos!’ Beosm'- Ccosn’ — D — 0. 


Le resultat de l’elimination de n B, C, D donne 


(38.) 


cosn cosm cos’ 


u. Yen sn —1 cos!, cosm | 
(35*.) det, ( lt > (Ü 
S n . 
m sm cosi —1 cosn ei 
os cosm cosn 
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On pourrait evaluer tres-aisement la valeur de ce determinant a l’aide 
de la formule (5 bis) et on parviendrait a une formule connue developpee par 
plusieurs Geometres dont je ne nomme ici que l’auteur de la Geometrie de 


position. La formule analogue pour le triangle 


| l cosn cos " 
0 — det. (cosn —1 cost ) = —1-+ cosn’+ cosım’- cosl’—+2cosn cosm cos ! 
(cosm cosi —1 \ 


indique que la somme des angles vaut deux droits. Mais quoiqu’il n’existe 
pas de relation pareille pour les angles diedres, toutes les formules entre 


trois angles dont la somme vaut deux droits, comporterons des semblables pour 





les angles diedres d’une pyramide. Je vais en developper quelques unes. | 
Posons 
er 1 — cos 2? — cosm’” — cosn’” — 2cos ! cosım'cosn', 
D | — cos !’” — cos ın? — cosn”” — 2 cos!’ cosm cos, 
y 1 — cos!" — cosm” — cosn® — 2 cos! cosm’cosn, 
0 = 1— cos!” — cosm” — cos n? —2coslcosm cosn, 


ol &, 9, Y, OÖ peuvent ölre transformes aisement en produits. 
On obtient suivant (17.) 
P  ABC\d = 3ABDyy, = ACDyP = 3BCDye, 


done 


A B Ü D 
- J,  . — m ı u. 
9.) ya vPß vY yo 


ei en ayant egard aux relations (38.): 


ya = yPecosn +yycosm--ydcos!', 

BD in nen —L ı/v ene I 1. /Arnsm 

(40) ı? = yacosn —- yycos! +ydcosm', 
. \ ! \ ' 
|Y7 = yacosım- yPeos ! + ydecosm, 

ra Te / l_ In N Eu As rn / 

yd = yacosl!' --yPcosm -+yycosn. 


Ces formules ne sont que des transformations de la relation (38): 


elles sont analogues a la formule sin/—= sin(m-+n), ou bien 


(1— cos!’) = cosn y(1— cosm’) -+- cosmy(1— cosn‘) 


pour le triangle plan. 
Remarque. La formule (39.) exprime une generalisation du theoreme 


pour le rapport des cötes d’un triangle plan; il y en a encore une autre qui 


n’a pas echappe aux Geometres, j’en suis sür, mais que je ne me rappelle 
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pas d’avoir trouvee quelque part. On a d’apres un theoreme connu 


prsinl sin /' 
P= 3BCT- = ae, 








done 
1. P: — 1ABCD sin 2 sin 2’ 
(: .) N 1 }' , 
d’ou Von tire 
Au wu! vv' 
(42.) en — _o——, 
sinZsin/ sin m sin m! sin» sinn’ 


c’est a dire: 
Les produits des aretes opposdes sont entre eux comme les produits des 
sinus des angles diedres opposes. 


On parvient a d’autres Ih6öoremes par le procede suivant. De l’origine 
des coordonnees rectangulaires que je suppose dans l’interieur de la pyramide. 
abaissons des perpendiculaires sur les faces A, B, C, D, et soien! 


a, er a"; #; ”, 2; v, yv, y"; $, m, Ö': 





les cosinus des angles entire les axes posilifs et les perpendiculaires. Mettons 
Au! Ad" Ad" Ay-lı 
B# BP" BP" By 
Cy CC" Cy" Cy- 
DO Dö" DO" Dy-i 

Pr Bp" nr er Aa” Au) 

— Ay-1de.!Cy Cy" Cy")— By-1der.!Cy 07" Cy"\A 

IDo' DS" DO" IDo' DI" Do"\ 

ou a l’aide des formules (14., 15., 16.) 
(44) +N — 3(44+B4+C4+D)P’y-19). 


En elevant au carre, on obtient un determinant dont je ne vais ecrire 


(43.) N — det. 


que la premiere ligne 
Aa" +a "a" —1), ABl +" a" —1), 
AC (ey + a'y" - e"y"'—1), AD («d' 1 ad - at —1). 


Mais 
a? a? gg” er — () et a + a" + ap" = —cosn, 
pr 1 SE en 
ay-taty ey” = cosm elc.. 
donc 





*) J’ai supprime, pour abreger, la discussion bien facile relative aux signes - 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 1. 6 
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0 - Ab(i+cosn) — AC(i+cosm) — AD(1+. cos!) 
or 1a \- AB +cosn 0 — BC(1+-.cosl) _ BDA 4cosmi)| NZ 
< det, — |] z 
| — AC(l+cosm) —BC(l-+.cos/!) 0 —CD(1-+ cos) | 


ADA-+.cos!’) 0 


‘) 


“COS 


- BD + cosm') —CD(1 + cos’) 
En meltant sn au lieu des expressions (1-+-cosn) etc., et en calculant 


le determinant suivant la formule (33.), on obtient 


N? — —I6ABC DT, ou | 

U (cos + lcos} 1’ cost mmcos 4m’ -+-cos4ncostn‘) | 
x (costlcost!’-- cos4m cos4 m’ — costncos!tm') 
x (cost lcos+!’ — cos4m cos 4 m’ -- cosincos4 n‘) 
x (—cos 4lcos 4!’ + cos4mcos4m’ + costncostn'). 





li suit de la 
13(4+B-+C-D)Py-? = —I6ABCDT, 
donc 
6) P= Br ey 
Mais on a suivant (17.) 
AP’ = 34BCDye, 


et des expressions analogues pour BP’, CP’, DP’; donc en prenant la 
somme et divisant par (46.), 

(47) AyU = ya+yp-+yy-+yb. 
Voila une nouvelle @quation entre les six angles diedres d’une pyramide, ana- 
logue a la relation entre les trois angles d’un triangle 


sin -- sinzn + sinn 4cos4lcos4mcos}n. 

En transposant l’origine de laquelle on a abaisse les perpendiculaires sur les 

faces dans un autre des espaces limites par les plans des faces prolonges 

indefiniment, on obtiendrait d’autres formules semblables aux precedentes. 
Corollaire. En appliquant la m&me marche du calcul au triangle, la 


formule (45.) devient 


N = /2(a+b-+c)4y-1} 
0 — ab(1-+-cosn) —ac(1-+- cosm)] 
— det. — ab(1--cosn) 0 — be(1-+-. cost) ) 
— ac(1-+cosm) —be(1-+-.cos!) 0 | 
w*-. a4 5°) —4lat°—#)] 
det. — 4((a+ 5 — e*) 0 404 — a), 
I-3(a+0? 5) —4(6+0? —a) 0 | 
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bien 
2 — to’ —alleta’— Bla +’ —eN 
16(a+b-+ e) , 
A etant l’aire et «, db, c les cölös du trianele. En effacant dans le denomi- 
nateur les facteurs du numeraleur. on obtient la formule connue de l’aire. 
exprimee par les cötes. 








T— 


9. 


Formules diverses relatives a la pyramide triangulaire. 


Les formules pr@cedentes fournissent un moyen bien simple d’exprimer 
les aretes, les faces et le volume de la pyramide par le rayon de la sphere 
eirconscrite et par les angles diedres. J’ajouterai encore ces relations si ce 
n'est que pour inviter d’en chercher de plus elegantes. 

En rapprochant les formules (27.) et (41.), il vient 
EEE 

24P° 





_— 6 
Me 57 


7 
vV 
ou 
(48.) V = (sinlsin!’-+- sinmsinm'--sinnsinn') 
x (sinlsin '-- sin m sinm’ — sinnsinn') 
x (sinlsin!’ — sinm BR sinnsinn') 


x (—sin Isin!’ + sinm sinm’ -- sinn sinn’). 
Mais on peut metire A’P*— 4, A’B’C’D’« BEN par consequent 














N wer, * m h D? ‚ 
| (49.) 6Pr _— m ! = 7) j = - V- F VV. 
Il suit de la 
216Ppr — FECV 
FroN aßy 
Mais suivant (17.) 
P'Y = AEBET, 
donc 
) 32 @ByÖd 7 
50) P=? zu 
| Eu substituant ces valeurs dans les @quations (49.) elles deviennent 
e) IyÖ) , . Syluaßyd) , 
\ 4 u er ya, U —= Y nz ryy, 
(51.) | ä in. 
IB = zn r' VP; D = mp r’ } Ö. 


6” 
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D’apres une formule dont nous avons deja fait usage, on a 





n = ’ sin! 
P— 48 — 34D°-, 


donc 
i = Ary (#7) sin/, " — Ar (7) sin?’, 
(52.) u Ar (5%) sin, Re u üp (2) sinm’, 


vy — Ar } ($) sinn, y — 4r y)sinn’ 


Quant aux angles formes par deux aretes oppos6es, ils sont donnes par 
une formule tiree d’un theoreme relatif aux determinants, mais different de celui 
de la multiplication. Cette formule que donne le theoreme de la multiplication, 
comme je le ferai voir ci-apres, est: 


(a 3' | ap" - . a") Y'-+y o u + yo") 


u 7 Prien m, m a! ! 1 alI\NZ) an St 
—(&) T%% ra Y ‚PP Ö +Pß e") 


53.) Zu (ey — c a"'y „ (BI — BO") 
| (a'y' Zn a'y' m / (90 Bu ß 'd"") 


(ey — a" y’) (Pd — PB”). 


En admettant les designations du No. precedent, on trouvera que les quantites 


m. N m 


ey — a y", ey — ey", ey" — ey’ sont proportionnelles aux cosinus d’une 
lisne perpendiculaire ä celles-ci 





2 
| 
Q 
2 
ee) 


ey 

ya yı 
qui representent des perpendiculaires sur les faces A et Ü’ de la pyramide; 
done «’y""—y”«'” etc. seront proportionnelles aux cosinus des angles entre 
l’arete u, ligne d’intersection des deux faces A et, et les axes. On trouve 


par les methodes connues 











i + Were ni 
cos ( M, 7) = / a, ‚im N, al'y y'a m) 2 " Ial\? 
vlla”y"" — ya)? + (@ )’+(a'y"— y'e")) 
un m ary" BERSE: ya! 9 
Y((e’ . a? 1 1 a Y 4 + Y A? + | — (a'y! + a'y" + a")? sr y(i—cosm’) ‚ 


done 
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a" — ya" — +sinmcos(u, 2), Po" — Bd" — sinm’cos(w, x). 
ey — o'y" —= +sinmcos(u,y), Pd’ — PB" — sinm'cos(w, y). 
a'y" — ey —= +sinmcos(u, 2), PB’ — Bd —= sinm’ cos (u, 3). 
En substituant ces valeurs, on tire de l’equation (53.) 
(54.)  cosncosn’ — coslcos!’ — sinmsin m’ cos(uw, u) 
donc 


cosncosn’ — coslecos!! 
cosm cosm! 





' 
cos(u, u) = 


' 


On trouve par un changement des lettres cos(A,4'). cos(v,v'). et en addition- 
nant ces formules on obtient 


(55.)  sinlsinl’cos (A, 4)-- sin an sinn’ cos( u, w')-- sinnsinn’cos(v, v') v 
Une formule semblable, savoir 
(56.) 44 cos(A,A)-+ uw cos(u, wW)-vv'cos(v,v') — 0 


a ete donnee par Carnot (Mem. sur la relation qui existe entre les distances 
de 5 points). Mais comme les produits des sinus sin/sin?’ sont proportionnels 
a ceux des arctes, chacune d’elles entraine l’autre. La relation polaire de (54.). 
savoir la formule entre les six distances de quatre points d’une sphere el 
"’angle forme par les prolongements des cöles opposes ou par les diagonales. 
est due a Mr. G@au/s (voir „Considerationes generales circa superlicies curvas 
$. 2. Form. V1.”). J’ai lieu de croire que la marche pour parvenir ä la for- 





mule (54.) est la möme que celle suivie par cet illustre G&eometre. 
| Pour exprimer les plus courtes distances des aretes opposees. il n’ya 
qu’a prendre pour point de depart la formule connue 
1212’ fsin(},4) = P, 
f etant la plus courte distance entre A et X. 


Corollaire 1”. Soient f, 9, A les plus couries distances des aretes 
opposees, et @, d, c, d les quatre hauteurs d’une pyramide, on demontrera 


tres-aisement la relation 


1 1 1 


u. 1 | 1,1,4 
(97.) PIFTR —— Pas Sm u 2 

Corollaire 2°. Je profiterai de cetle occasion pour faire voir que 
(53.), et meme la formule generale, dont (53.) n’est quun cas particulier. 


peut ötre tiree du theoreme de la multiplication. 








ib 2 


Mettons 


ou 


on aurfa 


Differentions par rapport aux quantites &,, Yns Ins 


A 


= - | 
: 2 a ae n 2% 
or") olno ol, 1 I 
( D OÖ N N ! 0 N 
.—1— tn 
oyi") ‚ ol. s al,.ı I 
DB Hu. 
an tet 
x n .() ni 
oD ON ‚0N 
1 — 117 


Y z ne 
! ! 
v 2 u 
n 3 2 
v' 2 + 
y' ) A ) ”) 
w 
AR 
RX _ det. < E_ 
P 
2 yr 
! } ’ ! 
TS . Yy N 
4! | 2 
Is ryn 
ac Lyn) - 
zirI)E yın 
) ! 
ı\ IS y\ N 
x" e" y"n" 
re”) vg 
(Fr 
(38.) 


[,„, il vient 


oD 


:’, BER 
45 
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„(n)? 


. -— 


„in Yald 
. _ 


m ( n ll 
- 


2) _| alr)ilr) _| 


a. -— 


DA = 





ıE er gr 
S N b) 
if ! 077 
sn 5% 
1 0777 
En 
] > 
ein) „{n) Sn) 
< ? - 


+ tr" 

- ir. 
[ l (n) 
2 ... rs T, 


| | [R\. Fr 
1... 07, 
| ...4 md", 


i 


ee," Tr, 


j 
i 


N. 


En) oN 

A) nn, 

Oln,n 
oN 


Oln,n ’ 


47 ® 


oN 


Oln,n 


15m 


la Geometrie. 


.. £Z, contenues dans D, 
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uch ER od 04 94 94 | 
Multiplions ces equations par =, zum Im ce am el ajoutons-les. 

on) on” cd {n) ? ort) ‘ 
’S fl > 


en ayant egard aux relations connues 

















. 0A ] oA € 4 1 a» 0 
atıat tan = 0 
ME SE ‚04 0 
> men n— 4 ... + T = a 
’ O5") m on) or") 
“(n) oA gm) 04 R 700) os kan 
70 EI ori) 
il viendra 
(59.) oD 04 ,„coD 04 | | oD o4 oN 
« B2 er . r « — = r} N — * . * P: [a ‘ a zn. e Fe 
; FOR: F-GEERTTGRRTG ı Hm Orte) Ar. 
ou bien 
N er ’ 
i Yv . z' rn f | R n 5 T 
det. f ‚det. | 
yAar-1) Zer—1) wi ed, 9 Be But 8" D 
= z u ($ & er 
I ! ! | a “ef! r 
‚„ jX zZ : - 
-- det. { .det. 
ir ' . . 
az „(n—1) aD e{n—1) 7fn—I) zi"-)) 
"m dv: V,n—1 
r 1,0 !, 1 . Bu 
== 


dn-1,0 Ina, ++ - TER 
En differentiant de nouveau par rapport a ="), y!", etc. 
d’autres formules; et ainsi de suite. 
Toutes ces formules sont susceptibles d’applications nombreuses et variees 


a la Geometrie; mais je supprime ces applications, de peur, d’avoir deja trop 


on obtiendra 


etendu ce memoire. 
Berlin. Novembre 1849. 








3 
Note relatıve A un theoreme de Mr. Malmsten 
sur les equations dıfferentielles Imeaires. 


(Par Mr. F. Joachimsthal de Berlin.) *) 





lie theoreme de Mr. Malmsten' relatif aux equations differentielles 
lineaires sans second lerme s’applique aussi a des &qualions plus generales. 
ID Alembert a demontre que l’equation differentielle lineaire 


(1.) ya 2 Bill Fey"... | Ry"- Sy'- Tv = U 


Eu 


, se reduit A une autre du (a —1)""" ordre en supposant connue une integrale 
parlieuliere % de l’equalion sans second terme 
(2) ym+Py"-QOy" +... +Ay'+8Sy'+Ty = 0. 
Pour effeeluer cette r&duction il faut mettre y— u/Ydı. Supposons que 
deux integrales # et v» soient donneces, on fera 
y - ufe Ydır -v/uYde; 
pour trois inlegrales a, ©, ww on fera 
y uf vw — wo‘) Ya --v/(wu' — uw) Ydı - wur — vu‘) Ydı, 


et ainsı de suite. 


En elfet, on aura dans le cas de trois integrales particulieres 


\ u (vw — we) Yar-- Vf wu — uw)Ydxc- w/(w— vu)Ydx, 
y’ u" / vw — wer) Ydx -1- v" [wu — uw) Ydxr-+ w"f(uv' — vu‘) Ya, 
y u" vw — we‘) Ydx --v"f ww — uw) Ydax-+w"fw'—vu)YdrAY, 
ou 
/ u (vie — wr') v0" (eu — uw) --w" (uv! — vu). 


On voit par la que le plus haut coeflicient differentiel de Y contenu 


» 


et en substituant les valeurs de y, y', y', ... y“” dans 


dans Yv sera Y ">: 
(1.). les trois inteerales 


(vw — we) Ydx, /wu — uw)Ydx, N uv — vu')Ydıx 


disparailront; car a, ®, ww etant des integrales partliculieres de (2.), on aura 


evidemmen!l 
u) Pur’ 41 Qu”? ... Ru’ Sw-Tu = 0 etc. 


Gencralement soient u, v, w,...£, m inlegrales parliculieres et independantes 


*) Ch. Vol. 89, pag. 108. 
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de l’equation (2.) (ou m —.n). et 4 le determinant des zn quantiles 
u ® w a 
u v w Er / 
uen-D vo 2 we m E en, 
il faudra mettre 
f) e z v N / n e 1/ 
yo uf- en Ydı- of Ydr-...- fen Yda 


ıne 


pour reduire l’equation (1.) a une autre du (n — m)" ordre. 


Examinons encore les cas m=—=n—?2,. n—1, n. 
Pour m —= n—2, nous supposons 


ö . 1 4 
y— uf Yazt v San Yrt... uf oe Nr, 
- du ut) n- 


r ‚f 04 Fin; ie oA u oA 
Y = wen! dx - ® ), nr 12 Ydı Et c 7 703) Ydı, 


ı 


z 84 r Ä i 34 u 
(n3)_ (n—3) Y I | ai IE R . (n—3) & 
N — U dc--v dc+...+[1 da 
. Ver: 3) a 3) arTCe)) } ’ 


. nn. j oA r n—? | =) 04 R 
ii u af Ydz--v“ 7 ——— Ydı- .. pi" Ya Ydı- ‚=, 





AED ER 


























ou n—3) zn ot” 2) 
ln) _ uf 04 de-+v" uf. 04 _yy | ; Heenf. 04 -Ydı 
DE ai ” (na—3) 2,,(n—3) Be fan 
J cu ov f 
B { 4 Fy. \ye -2) 34 | in) __94 | ! Y 
=; J | t aut?) | ol") | F - > 
ou bien. en mettant 
u? 04 2ER (n—?2) BZ ’ 4 
ul) oyn—3) u 3 
ur) _ ER |. 4s(n—1) 04 | en A 
outd e Riem 
z n—1) _ (n—1) oA 4 | .(n—1) j | (n—1) £ 3 
y' = r- a — r 
7? -i nn 4 25 Yd. 
KAYYLAY e 





n j Br j 04 i 0 E £ 
yı) — u) - Ydı u” Ydax-. Per —.„ Ydır 
Aut ı ou Ana) zit Be 
L(AY . Ary- ER. 


En substituant ces ERBE: l’equation (1.) ce transforme en celle-ci 
| | di | I\ | | T 
(3.) (AV +(4AYY-+(4YM)+PiaY)-4N409Y=U. 
Cette equation du so ordre n’admet pas une integration generale, je ne lai 
proposde que pour faire voir la forme generale de l’equation reduite. 


Pour m—=n—1, on trouve egalement 
(4) (daYy+4Y+PaY=U. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LX. Heft 1. 7 
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Voila une equation du premier ordre qui peut @tre integree par les methodes 


connues: ./ etant le determinant des (a —1) quantites 


u © Tb 
! ’ ’ 
{7 ® in 
u vu’ w 
ul I 
1) od (n—1) 04 
et I, =Uu nme © — 
ou ) a nu ) 


Mais en verlu des proprietes des determinants on a 
dA ’ 
( \ bis) I, - — ,J4. 
dx 


done (4.) se transliorme en 
(5. ıY'’+24'Y+PaY=U, ou bien (4’Y)Y--P4’Y= AU, donc 


j 1 ; 
en gr Pdx r Pdx 
E zu ze / I Zi 


et lintegrale complete de (1.) devient 


g\ oA e/Pdx » R or } 
(6.) \ uf — — / 1Ve!! da, da 


(, ur?) Fi 

\_ 04 rn 1.[Pdx \ 
ef re u fat e/r: da‘ da - 
« OU ? / a 


Celle somme a (nr —1) termes embrasse (r--1) integrales qui renferment 
n- 1) conslantes arbitraires. Les deux constantes du produit des integrales 
(PA ; (Pdx 
e/Pdx fuel” dx 


se reunissent en une seule; done il n’existe que ” constantes arbitraires. 
„——/Pdx 


7, el 
4° 


. 84 e-/Pas P 9A  e-/Pdx 
(«. y U u TE an: rei 
(7.) ul Tr; da JR: ; d. 
Cette formule qui renferme n constantes arbitraires, s’accorde avec le theoreme 
de Mr. Malmsten. 


Pour nn on obtient 





Pour 4 0, la valeur de Y tirce de (5.), devient 





u v u 
04 Ü 04 Ü / „ „ 
(®.) v ul — TA BE a 5 1 — det. !U ! u 


ar" 1) 4 ı 4 . ’ . } ; R 
a a aa 
J’ai communique quelques unes des formules precedentes a Mr. Leouville 
ce Fevrier dernier, tout en supposant qu’elles ne füssent pas inconnues des 
Geometres qui soccupent de la theorie des determinants. 
Berlin. Dechr. 1849. 
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A. 
Über das Gleichgewicht und die Bewegung 
einer elastischen Scheibe. 


(Von @. Kirchhof], Privatdocent an der Universität zu Berlin.) 


Der erste Versuch einer Theorie der Transversalschwingungen elastlischeı 
Scheiben ist von Sophie Germain bekannt gemacht. Im Jahre 1811 reichte 
sie der Pariser Akademie, die einen Preis für eine solche Theorie ausgesetzi 
hatte, eine Abhandlung ein, in welcher eine Hypothese über die Kräfte auseinan- 
dergeseizt war, mit denen eine Scheibe Formveränderungen widerstrebt, und aus 
dieser Hypothese war eine partielle Differentialgleichung für die Schwingungen 
abgeleitet. Die Verfasserin hatte bei der Rechnung einen Fehler gemacht: 
Lagrange, der sich in der zur Begutachtung der Abhandlung niedergesetzten 
Commission befand, leitete aus ihrer Hypothese die Differentialgleichung ab. 
welche eine richlige Rechnung geben mufste. Es ist dieses dieselbe, welche 
noch jetzt als die richtige anerkannt wird. Noch fehlten aber die Grenzbe- 
dingungen, durch welche die Lösung der partiellen Differentialgleichung erst zu 
einer bestimmten wird. Diese hat Sophie Germain in einer zweiten Abhand- 
lung. die sie 2 Jahre später der Akademie übergab, aus derselben Hypothese 
abgeleitet. Sie waren von der Art, dafs die Verfasserin die Lösung des Problenis 
für den Fall rechteckiger Scheiben ermitteln konnte. Sie verglich ihre iheo- 
relischen Resultate für diesen Fall mit Beobachtungen und fand eine Über- 
einstimmung, die ihre Hypothese zu bestätigen schien. In einer dritten Ab- 
handlung, die sie 1815 der Akademie überreichte, erweiterte sie ihre Hypothese 
so. dafs sich aus derselben auch die Theorie der Schwingungen von Platten 
ableiten lies. die im natürlichen Zustande gekrümmt sind. Sie konnte die 
Rechnung für cylinderförmig gekrümmte Platten durchführen und fand auch 
hier ihre theoretischen Resultate im Einklang mit experimentellen. 

‚Diese 3 Abhandlungen sind nicht gedruckt; den Hauptinhalt derselben 
und die Ergebnisse ihrer fortgesetzten Forschungen hat die Verfasserin in zwei 
Schriften veröffentlicht, von denen die erste „Recherches sur la theorie des 


surfaces elastiques” im Jahre 1821, die zweite „Remarques sur la nature, 
x 
( 
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les bornes et l’etendue de la question des surfaces elastiques, et l’equation ge- 
nerale de ces surfaces” im Jahre 1826 zu Paris erschienen sind. 

Ungeachtet der Bestätigungen, welche die Theorie von Sophie German 
durch Versuche erfahren hat, ist sie nicht richtig; denn man kann Folgerungen 
aus ihr ziehen, welche in offenbarem Widerspruche mit der Wirklichkeit stehen. 
Ich beschränke mich, um dieses zu zeigen, auf die Betrachtung einer Platte. 
die im natürlichen Zustande eben ist. Die Schlüsse, durch deren Hülfe Sophve 
Germain zu ihren Gesetzen für die Formveränderung, die eine solche Platte 
durch die Wirkung äufserer Kräfte erleidet, und für die Schwingungen, die 
sie vollführt, gelangt, sind im Wesentlichen folgende. 

In jedem Elemente der Platte, welches seine Gestalt verändert hat. 
ist eine Kraft erzeugt, welche dasselbe in seine ursprüngliche Form zurück- 
zuführen trachtet. Die Bedingung des Gleichgewichts der Platte ist die, dals 
das Moment aller in derselben erzeugten Kräfte und das Moment der gegebenen 
äufseren Kräfte eine verschwindende Summe liefern. Es sei e die Dicke der 
Platte, df ein Element ihrer Mittelflläche; die in dem Elemente edf erzeugte 
Kraft wird um so gröfser sein, je gröfser der Unterschied der Gestalt von df 
nach der Formveränderung und der ursprünglichen Gestalt dieses Elements 
ist. Hätte man ein passendes Maafs für diesen Unterschied, so würde man 
jene Kraft diesem proportional annehmen können; es sei « ein solches Maafs. 
dann wird man jene Kraft 

— N’udf 
setzen können; wo N’ eine von der Dicke und der Natur der Platte abhängige 
Constante bezeichnet. Das Streben dieser Kraft geht dahin, % zu verkleinern: 
das Moment derselben wird daher sein: 

— N’ududf; 
wo Ja die virtuelle Veränderung von % bedeutet. 

Stellt man die entsprechende Betrachtung für den Fall eines elastischen 
Stabes an, so gelangt man zu den richtigen Endgleichungen, wenn man % — dem 
reciproken Krümmungsradius der Mittellinie des Stabes setzt; Sophie Germain 
glaubte dem entsprechend in dem Falle einer Scheibe «== der Summe der 
reciproken Hauptkrümmungsradien der Mittelfläche annehmen zu können. Sind 


diese Hauptkrüämmungsradien = og, und @, so erhielt sie demnach für das Mo- 
ment der in dem einen Elemente erzeugten Kraft den Ausdruck 


-N CH ICH 











- 
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und als Bedingung des Gleichgewichts der Platte die Gleichung: 
na ff 1 1 1 1 
oP— N’ —— ale un ) — oe — 0. 
I +5 % | 0 


falls ÖP das Moment der gegebenen äufsern Kräfte bezeichnet. 

Um zu zeigen, dals diese Bedingung unmöglich die richtige sein kann, 
wende ich sie auf den Fall an, wo eine Scheibe unendlich wenig aus ihrer 
ursprünglichen Gestalt gebracht ist, durch Kräfte, die auf ihr Inneres senkrecht 
zu ihrer Mittelfläche wirken; den Rand der Scheibe nelıme ich dabei der Ein- 
fachheit wegen als frei an. Die Mittelfläche in ihrer ursprünglichen Gestalt 
sei die £y Ebene eines rechtwinkligen Coordinatensystems, & die auf ihr senk- 
rechte Verrückung, welche der Punct (x, y) der Mittelfläche erlitten hat, Z die 
Kraft, die in der Richtung von 2 auf eine Linie der Platte wirkt, die in der- 
selben Richtung durch den Punct (x, y) gezogen ist. Setzt man dann 

02 , 0% 


— gg, 
0x” oy” 





so liefert jene Gleichgewichtsbedingung für # die partielle Differentialgleichung 


anfOu , Ou\ __ 
N(+) = Z 


A >y , 





und die Grenzbedingungen 
du 
—a — = 0; 

wo n die Normale der Contour der Mittelfläche bezeichnet. Nun ist aber die 
Lösung der Differentialgleichung für % schon durch die erste der beiden Grenz- 
bedingungen vollkommen bestimmt; es ist daher im Allgemeinen nicht möglich, 
ein % zu finden, welches auch noch der zweiten Grenzbedingung genügt; und 
demnach gäbe es im Allgemeinen gar kein Gleichgewicht für die Platte. Wären 
die gegebenen Kräfte Z von der Art, dafs eine Function « gefunden werden 
könnte, die den beiden Grenzbedingungen genügt, so hätte man, um die Ge- 
stalt der Mittelfläche zu ermitteln, diesen Werth von « in die Differential- 
| gleichung für 2 zu substituiren und aus derselben z zu bestimmen. Dieser 
Gleichung genügen aber unendlich viele Functionen; es würde daher in die- 
sem Falle unendlich viele Gleichgewichtslagen der Platte geben. Dieser Fall 
würde z. B. eintreten, wenn keine Kräfte Z vorhanden sind; wäre die Platte 
in irgend welche Gestalt gebracht, für die 








0°’ '2 
or? r a 0 


| ist, und dann sich selbst überlassen, so müfste sie in dieser Gestalt verharren. 
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ohne das Besireben zu zeigen. in ihre ursprüngliche Gestalt zurückzukehren. 
Jener Gleichgewichtsbedingung zufolge müfste die Platte, auch wenn sie endliche 
Krümmungen erlitten hat, ohne Mitwirkung äufserer Kräfte im Gleichgewichte 
sich befinden. sobald für alle Puncte ihrer Mittellläche die Summe der reci- 
proken Haupikrümmungsradien verschwindet. 

Kine zweite Theorie des Gleichgewichts und der Bewegung elastischer 
Scheiben ist von Porssor aufgestellt und in seiner berühmten Abhandlung 
„Sur lVequilibre et le mouvement des corps &@lastiques” *) entwickelt. Aber 
auch diese Theorie bedarf einer Berichtigung, und dieselbe zu geben, ist eben 
meine Absicht. Poisson gelangt, indem er seine allgemeinen Gleichungen 
des Gleichgewichts elastischer Körper auf den Fall einer Scheibe anwendet. 
zu derselben parliellen Differentialgleichung, zu welcher die Hypothese von 
Sophie Germain geführt hat, aber zu andern Grenzbedingungen, und zwar 
u drei Grenzbedingungen. Ich werde beweisen, dals im Allgemeinen diesen 
nich! gleichzeitig genügl werden kann; woraus dann folgt, dafs auch nach 
der Porssonschen Theorie eine Platte im Allgemeinen Akeene Gleichgewichts- 
lace haben mülsle. Diesen Beweis werde ich aber erst führen, nachdem ich die 
zwei Grenzbedingungen abgeleitet haben werde, die an die Stelle der Porsson- 
schen drei zu setzen sind, weil er sich naturgemäls an die Betrachtungen an- 
schliefst. durch welche ich jene ableiten will. 

Po:sson hat seine Theorie auf den Fall einer kreisförmigen Platte an- 
vewandt. die so schwingt, dafs alle Puncte, die gleich weit von ihrem Mittel- 
puncie abstehen, sich immer in demselben Zustande befinden; er konnte sie auf 
diesen Fall anwenden. weil in demselben eine seiner drei Grenzbedingungen 
identisch erfüllt wurde. Aus der modificirien Theorie werde ich allgemein 
die Geselze der Schwingungen einer freien kreislörmigen Platte entwickeln; in 
dem bezeichneten speciellen Falle werde ich zu denselben Formeln gelangen, 
welche Po:sson voelunden hat. Durch die Güte des Herrn Director Strehlke, 
welcher Messungen in Bezug auf die Knotenlinien kreisförmiger Scheiben an- 
gestellt hal, bin ich in den Stand gesetzt, einige der numerischen Resultate der 
Theorie mit den entsprechenden Resultaten der Beobachtung zusammenzustellen. 


5:8; 
Poisson legt seinen Betrachtungen über eine elastische Platte die 


Gleichungen zu Grunde, welche auf die Formveränderungen beliebig gestalteter 


*) Mem. de l’Ac. d. sc. a Par. 1829. p. 357. 
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elastischer Körper sich beziehen. Diese Gleichungen lassen sich in eine zu- 
sammenfassen, welche ausspricht, dafs das Moment der Kräfte, welche die 
Formveränderung bewirkt haben, der Variation eines gewissen Integrals gleich 
ist. Es hat diese vor jenen auch das voraus, dafs jene nur gelten, wenn 
die Verrückungen unendlich klein sind. während diese besteht, sobald die 
Dilatationen und Contractionen unendlich klein sind; auf den Fall von unendlich 
dünnen Stäben oder Plaiten, die endliche Krümmungen erlitten haben, können 


jene nicht angewandt werden, diese kann es aber. Sie ist die folgende: 
1) 0= dP-IK/AVlRLR-12L0 4544). 

Hier bedeuten JP das Moment der gegebenen Kräfte, dV das Volumen eines 

Elements des Körpers, 4,, A, 4, die Hauptdilatationen dieses Elements; die 

Integration ist über den ganzen Körper auszudehnen; A und 9 sind zwei Con- 

stanten, von denen der Elasticitätscoöflicient q auf die Weise abhängt. dafs 


„1+36 
2 2K 1430 


120 





ist. Man erhält aus (1.) die Poossonschen Gleichungen, wenn man 9 —- 4 
setzt, und die Gleichungen, zu welchen Herr PVrerthesm durch seine Versuche 
geführt worden ist *), wenn man #==1 macht. Bezeichnet man die rechtwink- 
ligen Coordinaten des Ortes von dV im ursprünglichen Zustande des Körpers 
durch 2, y, 2, die Verrückungen in den Richtungen der Axen, die dasselbe 
bei der Formveränderung erlitten hal, durch v, v, ww, die Kräfte, die auf dasselbe 
in den Richtungen der Axen wirken, durch XdV, YdV, ZdV; nennt man 
ferner dO ein Element der Oberfläche des Körpers und (ÄX)dO, (Y)dO, (Z)dV 
die Druckkräfte, die auf dasselbe in den Richtungen der Axen ausgeübt wer- 
den. so ist der Werth von ÖP, der in die Gleichung (1.) gesetzt werden mufs. 
folgender: 

(2) 0JP — /dV (Xdu + Ydv-- Zow) 1/0 (X) du --( Y)dv + Z)dw)): 
wo das erste Integral über das ganze Volumen. das zweite über die ganze 
Oberfläche des Körpers auszudehnen ist. 

Dafs die Gleichung (1.) für den Fall, dafs #, v, ww unendlich klein 
sind, wirklich die bekannten Gleichungen für die Formveränderungen elastischer 
Körper liefert, davon überzeugt man sich leicht durch folgende Rechnung. 

Es seien «, P, y die Cosinus der Winkel, welche eine durch den 
Punct (x, y, 3) gezogene Linie mit den Coordinaten - Axen bildet: die Dilatation 





*) Ann, de ch. et de ph. 3° ser. XXIII. p. 52. 
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in der Richtung dieser Linie für den Punct (z, y, 2), die durch A bezeichnet 
werden möge, ist dann unter der Voraussetzung, dafs z, v, w, also auch die 
Differentialquotienten dieser Gröfsen nach z, y, 2, unendlich klein sind, durch 
die folgende Gleichung bestimmt: 











Ar 4 =) + ya(- ze => )pa B( + n) 


I, 
Die Hauptdilatationen A,, A,, A, sind die Werthe von 3 für a Werthe 


von &, P, y, für welche die Variation dA verschwindet; d.h. sie sind die 


Wurzeln der Gleichung 


’ou ow i 
EEE 

OL oy 

Yen 1) ow , Ov\’ 1) (4 23- ow ME ov , dw 

a\ör /\0y ! % oy 02 '% 


(- | Ye: an | A 


Es folgt daraus: 














’ n ; ou oV u 
DT Tr Tr r . 
Ds. 0 ! 3% 


und ferner 














. RR ov Ow , dw Qu , du Ov 
ET I 05 I 0 dr Tr Oy 
( ow , Ov\’ ou , dw ) ff % ou ) 
— u ) — + +5 } 
.\ |! % 4 03 ' 08 ı\odr | % 


also auch 


22122142 — (u ) Ä €-3) Ä (6-4 
Tal) Tly) Ti 
| 6 ow ke =) + + ou ==) + Tor ou ). 
Bi 4 


Diese Werthe von 4,+4+4, und 4,+%--43 sind in die Gleichung (1.) zu 
substituiren *). Wir schreiben dieselbe wie folgt: 











*) Die Gleichung, die durch diese Substitution entsteht, findet sich in wenig verän- 
derter Gestalt schon in einer Abhandlung von G. Green, „On the laws of reflexion and 
refraclion of light, Camb. Phil. Trans. vi.” ;‚ sie ist dort auf andere Weise, als hier, ohne 
Betrachtung der Hauptdilatationen abgeleitet. 
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ind@* wir 
4) 2—= fAVlR +R 840-4 %+4)) 





setzen. Die Variation 02 wird aus drei Theilen bestehen, von denen der 
erste von du, der zweite von dv, der dritte von dw abhangt; diese drei Theile 
wollen wir durch ÖR, 08, ÖT bezeichnen; dann ergiebt sich 

5.) 092 = dR--08-0T, 


und man findet: 


IR — fav (21- 0,2 








+) odu 


OX O2 Ö N ya 


le Ä ei Ä > OuN\ oda) 
BD DEE NE 2) 3 


Ux O<x 








Aus dem Ausdrucke von JR ergiebt sich der von OS, und aus diesem der 
von JT, wenn man u, v, w und gleichzeitig x, y, z cyklisch vertauscht. 
Den Ausdruck von ÖR zerlege man in drei Integrale, von denen das erste 
ou 


. y odu 
unter dem Integralzeichen den Factor 





.„ das zweite den Factor das 


OX OoYy 





dritte den Factor 





hat. Auf das erste von den dreien wende man den 
0% 


Satz an. der durch die Gleichung 


‚ > 0G i 7 ‚oF £ Y ] \ 
favrZ = - Save _ fdOFG.cos(N, x) 
« DE GE 


ausgesprochen wird, in welcher #' und @ zwei beliebige Functionen von x, y, 2 
bezeichnen. dV das Element eines begrenzten Raums, dO das Element der 
Oberfläche desselben und (N, x) den Winkel bedeutet, den die nach dem 
Innern des begrenzten Raumes gerichtete Normale von dO mit der x Axe 
bildet; auf das zweite und dritte der Integrale, deren Summe JR ist, wende 
man die Sätze an, die aus jenem durch Vert auschung von z mit y oder 2 
entstehen; jedesmal mache man dabei @ = dw. Fassen wir dann die nach 
dV zu nehmenden Integrale zusammen, und eben so die nach dO zu nehmen- 
den. so ergiebt sich 


IR——/ FH tee 


u  : 03 0x 0) 


—/ao2dı +0) 8} 


BE: De ow , du 
Me ze Verec ZESr gr 


Oy 0% 








+(1-+ 20): = du 





+20 uni, (N, &) 











Bildet man aus diesem Ausdrucke von JR durch die angegebenen Vertau- 
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schungen die Ausdrücke von 08 und JT', und dann der Gleichung (5’JPge- 


mäls den Werth von ö/2; setzt diesen, so wie den Werth von ÖP aus (2.), 


in die Gleichung (3.), zieht hier die Integrale zusammen, die über das Volumen 


des Körpers auszudehnen sind, so wie diejenigen, die sich auf die Oberfläche 


desselben beziehen, und setzt dann, den Principien der Variationsrechnung 


oemäls . 


die Factoren von du, dv, dw unter den beiden Integralzeichen — 0; 


so erhält man folgende Gleichungen: 


(6.) 


‘Für einen Punet im Innern des Körpers: 



































; u. u. Au. K o’w |) 
K'2A1- Is 4 + (1-20) -(1-+20)- 1X 
le ge > A I oy 1 | n < r 03) 

n2 > « 
ot ot ol 1:4 Oo Ww ou) . 
K'2ı 4 + — -+(1 +20) —— - - + 
u) 02° ' 08° Kais =” c 0) Y 
= 9, 
9 Iw , Ow o’w i ‚ a er 
Kam era -+14+20) I N4Z 
0% > 7 u 0302!‘ ! o20y} ' 
== 
Und für einen Punct der Oberfläche: 
6 ou ’ ov 
RK (2 I -1-9) + 20 - Fa0e- cos (N, x) 
OX ; OY 





or ou eo ı (0w , 9u ai 2 Isle 
(- u -)cos (N, y)- (- 4-— )eos(N, 2)}- (X) — 0, 


or oy . OK 0% 


Kl2d+9—- wo 20% )cos(N, y) 


OY 2 


ow ov h ou ov s 
(- 1 — )eos(N, 2 +5 - — )cos(N, 2) (N — 0, 


OY OX 





K\'2ııa.2- 992% I Bari )eos (N, 3 


\ 7. A Di oO) 








ou ow a ov ow au 
( — 1 — )cos (N, x)- ( - )cos(N, Y) | (Z) = 0. 


O 94 . OÖ zz 6) I ( ’) ‚ 


Diese Gleichungen sind dieselben wie die, welche Cauchy auf einem Wege 
abeeleitet hat, bei welchem er nicht auf die Betrachtung der Molecularkräfte 


zurückeing; sie gehen in die Porsson’schen über, wenn man #1 setzt. 


und ın 


die Wertheim’schen, wenn #—1 gesetzt wird. 
Ich werde jetzt eine Ableitung der Gleichung (1.) geben, aus welcher 
hervorgehen wird, dafs sie eine allgemeinere Gültigkeit hat, als die Gleichun- 


een (6.). 


Betrachtungen, die denen welche hier folgen ganz ähnlich sind, hat 
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Lagrange mehrmals in seiner Mechanik, z. B. bei der Herleitung der Gleich- 
gewichtsbedingung eines elastischen Stabes angestellt. 
Es sei dV das Volumen eines unendlich kleinen Theils des elastischen 
Körpers in seinem natürlichen Zustande. Der Zustand, in welchen dieser Theil 
durch die Formveränderung geräth, kann bekanntlich aus dem natürlichen als 
auf die Weise hervorgegangen angesehen werden, dafs der Theil ohne Ver- 
änderung der relativen Lage seiner Molecülen eine andere Lage im Raume 
erhalten hat und dann in drei auf einander senkrechten Richtungen ( oleich- 
mäfsig in jeder, aber verschieden in den verschiedenen) dilalirt worden 
ist *). Eine unendlich kleine Kugel geht hiernach in ein Ellipsoid über, dessen 
Axen die Richtungen haben, in denen die Dilatatlionen Statt fanden. Diese 
Dilatationen werden daher die Hauptdilatationen A,, A,, 4, sein. Die Klasti- 
eität des Körpers bewirkt, dafs der betrachtete Theil sich in den Richtungen. 
in denen er ausgedehnt ist, zusammenzuziehen strebt; die Kräfte, mit denen 
er sich in denselben zusammenzuziehen strebt, seien L,dV, L,dV, 1L,dV; die 
erste von ihnen sucht A,. die zweite A,. die dritie 4, zu verkleinern. Das 
Moment der ersten Kraft ist daher — L,dVodi,. das der zweiten — Z,.dVdj,. 
das der dritten — L,dVodi,. und das Gesammtmoment der drei Kräfte ist 

— dV (L 94, + 1,0%, L,d4,). 
Nun sind Z,, L,, L, Functionen von 4,. A. A,. Wir wissen von ihnen, dafs 
sie gleichzeitig mit A,. A,, A, verschwinden; ferner, dafs L, eine symmelrische 
Function von A, und 4,. und dieselbe Function von 4,,. 4, 4, wie /„. von 
bon han A, und L, von A,. A,. 4, sein mufs. Nimmt man daher 4,, Z,, A, als 
unendlich klein an, so wird man 


a, 
L, u bh, - al, -- bi, “ 
L, = b1, + bi, -+-al, 


setzen können; wo «und db zwei von der Natur des Körpers abhängige Gröfsen 
bezeichnen. Führt man an Stelle derselben zwei andere A und # ein, die 
mit ihnen durch die Gleichungen 
a —= 2K(1+9),b — 2K0 
verbunden sind. so erhält man für das Moment der in dV erzeugten Kräfte 
den Ausdruck 
— dV OK, + 234 %5+40(, +4 4)") 


B. 





*) Eine Compression will ich als negative Dilatation bezeichnen. 
wu * 
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und für das Moment aller in dem Körper erzeugten Kräfte den Ausdruck 
—IKfdl (+2 1210, 4%-428)). 
Die Summe dieses Moments und des Moments der äufseren Kräfte mufs für 


den Gleichgewichtszustand verschwinden; wie es durch die Gleichung (1.) 
ausgesprochen wird. 


$. 2. 

Jetzt wollen wir zur Betrachtung einer Platte übergehen. Wir setzen 
in Bezug auf dieselbe voraus, dafs ihre Grundflächen im natürlichen Zustande 
durch zwei parallele, unendlich nahe Ebenen gebildet werden, ihr Rand durch 
eine beliebige Cvlinder-Oberfläche, die jene senkrecht schneidet. Die Platte hat 
ine Form- Änderung erlitten durch Kräfte, die auf ihr Inneres wirken und durch 
Druckkräfte, die auf ihren Rand ausgeübt werden, während ihre Grundflächen 
frei sind. Diese Kräfte sind endlich nur so grofs, dafs die Dilatationen, die 
sie hervorbringen, als unendlich klein betrachtet werden dürfen. Hierdurch ist 
jedoch nicht ausgesprochen, dafs die Krümmungen, die die Plaite erlitten hat, 
unendlich klein sind; diese wollen wir uns vorläufig als endlich vorstellen. 

Um die Anwendung der Gleichung (1.) auf den Fall einer solchen 
Platte zu vermitteln, machen wir zwei Annahmen, die wir als Ergebnisse des 
Experiments ansehen und die ganz entsprechend denjenigen sind, welche Jacob 
Bernoull: in Bezug auf einen elastischen Stab macht; nämlich folgende: 

I) Jede gerade Linie der Platte, welche ursprünglich senkrecht auf den 
Grundflächen war. bleibt bei der Form-Änderung gerade und senkrecht auf 
den Flächen, welche ursprünglich den Grundflächen parallele Ebenen waren: 

2) Alle Elemente der Mittellläche (d. h. derjenigen Fläche, welche im na- 
türlichen Zustande der Platte die Ebene ist, die den Grundflächen parallel 
in der Mitte zwischen diesen liegt) erleiden bei der Form-Änderung keine 
Dilatation. 

Mit Hülfe dieser beiden Annahmen werden sich die Werthe der Haupt- 
dilatationen A,. A,. 4, für den gegenwärtigen Fall leicht ausdrücken lassen durch 
die Hauptkrümmungsradien der Mittelfläche. Man stelle zu diesem Ende folgende, 
noch auf einen elastischen Körper von beliebiger Form bezügliche Betrachtung an. 
Man denke sich in dem Körper in seinem ursprünglichen Zustande eine unendlich 
kleine Kugel und in derselben einen Durchmesser « und eine auf diesem 
senkrechte Diametral-Ebene A; bei der Form-Änderung geht die Kugel in ein 


Ellipsoid über; die Molecülen. die auf « und auf A liegen, liegen dann auf 








W 
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einem Durchmesser @ und auf einer Diametral-Ebene A'\des Ellipsoids, welche 
conjugirt zu einander sind. Im Allgemeinen wird daher «' nicht senkrech! 
auf 4’ sein. Ist « senkrecht auf A’, so wird «' gleich einer Haupt-Axe des 
Ellipsoids sein, und das Maximum und das Minimum der auf « senkrechten 
Durchmesser werden gleich den beiden andern Haupt-Axen sein; d.h. es wird 
die Dilatation von « die eine Hauptdilatation, und die beiden andern Haupt- 
dilatationen werden das Maximum und das Minimum der auf « senkrechten 
Dilatationen sein. . 
Wendet man diesen Satz auf den Fall der Platte an, so folgt daraus 
bei Berücksichtigung der Annahme (1.): dafs für irgend. einen Punct im 
Innern der Platte die Dilatation in der Richtung der durch ihn gezogenen 
Normale der Mittellläche eine der Hauptdilatationen ist. Wir wollen z die 
| ursprüngliche Entiernung des betrachteten Puncts von der Mittellläche, 2’ seine 
Entfernung von derselben nach der Form- Änderung nennen; gleichzeitig 
möge durch 2’ auch die Normale der Mittelfläche nach der Form- Änderung in 
Rücksicht auf ihre Lage bezeichnet werden. Setzt man 





| 2 —öz nz g; 
or : i i ’ ’ 
so wird also - / der Werth einer Hauptdilalation sein. Da diese unendlich 


03 
klein sein soll, und da 4 gleichzeitig mit x verschwindet, so muls 4 gegen 2 


unendlich klein sein. 


Bei Berücksichtigung der Annahme (2.) sieht man, dafs die Dilatation 

af 
in irgend einer auf 2’ senkrechten Richtung — — ist, wenn g den Krüm- 
mungsradius der Curve, in welcher die durch 2’ und die betreffende Richtung 
gelegte Ebene die Mittellläche schneidet, für den Fulspunet von 3° bezeichnet. 


Nennt man daher die Krümmungsradien der Hauptschnitte der Mittelfläche für 
„I 


“ 
PX) 





PR | 
den Fufspunet von 2’, 0, und o,, so sind und — die Werthe der beiden 
O0, 


0 
Ni ’ 
andern Hauptdilatationen. Da 2’—z unendlich klein gegen x ist. so kann 
man für diese auch . und u schreiben. 
Sl 0, 


Die Werthe der Hauptdilatationen A,, A, A,, die jelzt gefunden wur- 
den, substituire man in die Gleichung (1.). Drückt man dann noch das Ele- 
ment des Volumens der Platte durch df.dz aus, indem man unter df' das 


Element der Mittellläche versteht, so erhält man die Gleichung 


—_ SP_KS /arde CT 234 (= Hl ALLEN 
1 De SE Kö//dfaz 3) | e | $ nr 4 N 
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Bezeichnet man die Dicke der Platte durch 2e, so ist die Integration in Bezug 


auf x von 2= —e bis 2==e zu nehmen. 
Wir wollen jetzt zeigen, dafs sich die eine der Hauptdilatationen En 
durch die beiden andern — und — ausdrücken läfst, ohne dafs dazu die 


0, 0; 

Kenntnils der Kräfte nöthig wäre, welche die Form-Änderung der Platte bewirkt 
haben. Es ist zu dem Ende der Werth von ÖP, der durch die Gleichung (2.) 
segeben ist, näher” untersuchen. Das rechtwinklige Coordinatensystem, auf 
welches sich diese Gleichung bezieht, wähle man so, dafs die xy Ebene die 
Mittellläche in dem natürlichen Zustande der Platte ist; dann behält & die 
Bedeutung, die ihm hier gegeben wurde. Man bezeichne die Winkel, welche 
die Normale der Mittellläche =’ mit den Coordinaten-Axen bildet, durch 
S,0), (2,Y), (2,%), die ursprünglichen Coordinaten des Fufspuncts von z' 
durch =,» Yo, 0, die Verrückungen, die dieser Punct in den Richtungen der 
\xen erlitten hat, durch «,, ®,. w,. so ist der Annahme (1.) zufolge: 


+0 = 2, Wr cos(2’', X), 
yı BG = Yo+ ®,- z’ cos (#, Y); 
m l | or y nt . 
SW —= wur z cos|2 , %), 


oder. da 2 —z unendlich klein gegen 2 ist: 


tu = n4%W+2c0s(z' . 
yrv = Yıtvt2cos(z‘, 
tw — wu, Be 


Hieraus ergiebt sich: 


| du = du,+20dcos(2',r). 
(8.) dv —= dv, +zlcos(z',yY). 
dw — dw, - xl cos (z, %). 


Diese Werthe von du, dv, dw sind in die Gleichung (2.) zu subsituiren. Die 
zweiten Theile derselben sind, da sie den Factor & enthalten, unendlich klein 
gegen die ersten und können daher gegen diese im Allgemeinen vernachlässigt 
werden; wir haben sie beibehalten, um den Fall von den obigen Betrachtun- 
gen nicht auszuschliefsen, indem die Integrale 


/ Azdz, / "Yrdz IS Zzdz / X) dz, Er Y)zdz, Id: dz 


nm £ — —s —£ 


von derselben Ordnung sin wie die Integrale 


SI" xaz, [ "Yar, [ "Zar, /Kyar, [ ımar, [ds 


Z— —, £ — £ —E 
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Stellt man sich die Werthe von du, dv, dw aus (8.) in (2.) substituirt vor, so 
sieht man, dafs ÖP unabhängig von dy ist; es folgt daraus, dafs das von dy 
abhängige Glied des zweiten Theils der Gleichung (7.) für sich verschwinden 


muls. Daraus folgt 


oO 3, 2% 
(1+9)5 nn fi (> 4+,)= 0 
oder 
L.. BISERSEERE.... Fr 
02 I+4\oe '® 
oy . 


Setzt man diesen Werth von zZ, in die Gleichung (7.), so giebt sie: 


DE IP—Köffdfdez' |, lo? T a ne | 0, —)h; 


oder. wenn man die Integration nach % Zn 


0 | Ey 
(9.) 0 == oP—: 2 € Ko 0° r elo tz ): 











$. 3. 

Die gefundene allgemeine Gleichgewichtsbedingung für eine Platte wol- 
len wir nun auf den Fall anwenden, den Porsson behandelt hat: auf den Fall 
nämlich. dafs die Platte sich nur unendlich wenig von ihrer ursprünglichen 
Gleichgewichtslage entfernt hat. Wir beginnen mit der weitern Entwicklung 
des Werths von JP. 

Ist w, eine unendlich kleine Gröfse erster Ordnung, so werden, da 
die Mittelfläche keine Dilatationen erlitten haben soll, %, und v, unendlich kleine 
Grölsen zweiter Ordnung sein; daher lassen sich dw, und Jo, als unendlich 
klein gegen dw, betrachten und die Gleichungen (8.) wie folgt schreiben : 


Os — z0cos(z2',.r), 
0e — z0cos(2',y), 
dw — dw, zd cos(2',2). 


Ferner ist in dem vorliegenden Falle, wenn man wiederum nur unendlich kleine 
Gröfsen erster Ordnung berücksichtigt: 














nn ow, Far ow 
cos(2,27) — — cos (2% = 7, (08(23,2) = 1 
( / X, ’ \ . öy, ( 3 ) 
und daher wird: 
odw . odw ’ 
u= —2 -—, d= —2 —, dw — dw. 
OL, oY, 


Diese Werthe substituirre man in die Gleichung (2.). Drückt man dann wieder 
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das Element des Volumens der Platte durch dfdz aus und das Element der 
Oberfläche ihres Randes durch dsdz, indem man unter ds das Element 
der Contour ihrer Mittelfläche versteht, und schreibt der Bequemlichkeit wegen 
vo, 20, y statt @,, 24» Yo, So ergiebt sich: 


‚p. | /Jaraz | PORN ( Y ze LY —ı. 














Oy 
SJaraz 2100 2(X 28 4 ne), 


Die Kräfte A, Y, Z und die Druckkräfte (X), (Y), (Z) lassen sich hier 
als unabhängig von v0 betrachten, weil »» unendlich klein sein soll. Den Aus- 
druck von JP wollen wir noch umformen. Er läfst sich zunächst auf folgende 
Weise schreiben: 


JP //Jdxwdydz\Z "(2A }. 2; —)) die 
Sf /zdxdydz 200 _ fffrues, BR 
SJfasaz\i l ZZ) dw — z(( odw L(Y) 250 


Das zweite und dritte dieser vier Integrale läfst sich umgestalten durch An- 
wendung der Formeln: 

















| Aal er = — fds cospF, 


PR ‘ dx 


far dy- — — — — /dssingF 


In denselben bedeutet #’ eine kelehias Function von & und y; die zweifache 


(10.) 


Integration ist über eine begrenzte Fläche, die einfache über die Contour 
derselben auszudehnen; «p bezeichnet denjenigen Winkel, den die nach dem 
Innern der begrenzten Fläche gerichtete Normale der Contour mit der positiven 
v Axe bildet, und den diese Axe beschreibt, wenn sie in derjenigen Richtung 
vedreht wird (bis sie jener Normale parallel"ist). in der sie gedreht werden 
mufs. damit sie nach einer Drehung um 90° die Lage der positiven v Axe’ 
einnimmt. Durch Benutzung dieser Formeln erhält man für OP folgen- 


den Werth: 
OP: Sf 4x dy.dz zZ B4 —) dur 





| [fasa: (Z) )-t Be —- Y sing)! dw 


x ) .„.00 
— /[zdsdz| \ x) | NZ 
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' i i ' j gi dw 
In den letzten dieser drei Theile von ÖJP führe man an die Stelle von —— und 


era 
odw 





den Differentialquotienten von dw nach der nach Innen gerichteten Nor- 
co} 


nn » 


oöw ) 
male der Contour, IN?’ und den Differentialquotienten von dw nach dem Bo- 


a » 


i odw 2 i 
sen der Contour, ——, ein. Man nehme den Bogen s in der Richtung als so 
- os 


wachsend an, dafs der Winkel, den die in der Richtung des wachsenden 
Bogens gezogene Tangente mit der positiven x Axe bildet, und den diese 
Axe beschreibt, wenn sie in der Weise gedreht wird, die bei der Definition 
von g bezeichnet worden ist, bis sie der Tangente parallel wird, = y — 90" 
ist. Dann ergeben sich folgende Gleichungen: 





ow  Odw an dw FB 
11) oe o — „Du er ed 
odw odw au dw FR 
— ZZ ———SID Oo — Sp. 
Oy oN F f 
Es wird daher: 
C ww h odw) 
//: ds dz (DS ce r +(Y u 
oy 
odw 


EN (Y)sing} ZN 
+ [/zdsdz | (AX)sing—(Y )c0sp} — dw 


Das zweite der Integrale auf der rechten Seite dieser ae stellen wir 





uns partiell nach s integrirt vor; dabei verschwindet das aus dem Integral- 
zeichen hervortretende Glied, indem die Integration sich auf eine geschlossene 
Curve bezieht; dann substituire man für die linke Seite der Gleichung die 
rechte in den Ausdruck von JP. Dies > 


(12) JP — /[fawdydz|242(2* Er 2%: En )} dw 


+ /[üsdz A ln und we. -2(Acosp-+Y sin p)\ dw 


— /Jüsdzz‘ (A)cosp-+(Y )sinpy- nr - 











Nun bilde man den zweiten Theil der rechten Seite der Gleichung (9.). Wir 

stellen uns durch einen Punct der Mittelfläche, der die Coordinaten x, y, w 

hat, eine Ebene gelegt vor, die der x Axe parallel ist und mit der &2 Ebene 

den Winkel 9 bildet; eo sei der Krümmungsradius des Schnittes dieser Ebene 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 1. 9 
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und der Mittelfläche für den Punct (x, y, w), so ist 


l O’w a a Fi a 
— — — c05°4-- 2 —— 005 Find + —— sin 4. 
0 OR | OK OY oy 


| i 1 1 i 2 1: 1 
Die Werthe von — und — sind das Maximum und das Minimum von —: 


() () 


wi 








2 % 


sie sind daher die Wurzeln der Gleichung 


Er) = 0 





Hieraus folet: 


n2 n2 
1 1 ow ,; 0w 
u in un GE Regen SE RER < 
Ö, 0, ON oO) 








äe-DEr ie DE2C 95 
LE 7. oxoy 
Diese Werthe sind in die Gleichung vr zu substituiren. Man setze 
| FR 0% o’w o’w 
(0 = aa (Er) Heer), 
«/ ev) re O ox0y 
sy» n2 2 
oWw ,;, OoW 
IR ne [fax dy (< % x. n 2 ) a 
\ * « OX j OY 


so giebt die Gleichung (9.) 


(14) dP-3°K(0Q- 


res 





(13.) 





1ra'R) = = @, 


Nun ist Bildung von ÖQ und OR nöthig. Es findet sich 


. | n #4: w dw | ow Ordw , O’w Ordw 
(15) 00 = 2 / [away \— A Ei . 


Oy 2 0x0y 0ox0Y oy’ 0y 











Es ist aber: 





/[ ow O’dw 
/Jdxay — 
Jr " GE BE 

o’w dw o’w 


pP ur ra > a > » n4 
Or” OH ! oO W 
| /Jaxdy En "ana fees dy pr — + /Jaxdy “za dw, 
Fr o’dw 
Br 4 
or 3, ox Oy 











- /Järdy ara _ /, [fax dy Ka Zu + [ax dy 2 za di 


und auch 
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Pr 22 
Ww dw 

fax de: 
u or OYy co Es Oo h) 


ow dw x 09 
rn) — (Ww 


x O 
ox0y 0 2 ® wo y“ % 
— fax dy — fax dy — +/fax dy = ——0W, 
o) ' Je oA 
se: o’w o’dw 
- / dedy —— —— 
“.0Y oy’ 


o’w dw  0’w 


> » Oo O 2 7 3. dw a» * v 4 
oy” Oy OO W \ 
— /Jax dy _ -— (fax dy . - fax dy — — dw. 
Fi . OYy Jr ' co} 


oO) 

















Diese vier Gleichungen addire man. Auf der linken Seite der resultirenden 
Gleichung erhält man dann 40; auf der rechten Seite derselben verwandele 
man diejenigen Integrale, welche unter den Integralzeichen das Element der 
Fläche mit einem nach x oder nach y genommenen Differentialquotienten mul- 
tiplieirt enthalten. mit Hülfe der Formeln (10.) in Integrale, die sich auf die 


Contour der Mittelfläche beziehen. In einem Theile dieser Integrale kommen 








ni 1 i odw odw j 2 ia 
die Diiferentialquotienten “ee und —— vor: diese drücke man mit Hülfe 
OX Oy 
REDEN dw oöw A sen 
der Gleichungen (11.) durch — und 5, aus und integrire die Glieder. 
OA Os 


dw ‚ \ , j N 
welche —— enthalten. partiell nach s. Die Glieder. welche hierbei vor die 
Os 
Integralzeichen treten, verschwinden, weil die Integration sich auf eine ge- 


schlossene Curve bezieht nr es ergiebt sidlr: 


. o'w o'wi. 
16. } mu ff: ni 1 5 Z—m + “ vw 
( ) ) ‘ 6 dı dy | m 4 oxr’oy ee j 


9 1 (2 o’w 0 ee 6 + 
+2 n r- c0Sp- 35, 1 3" ING 


nr .r 6) 




















u O’w oO’w :Ww 
ol— „— (cos” 9 sin? p) 4 u Bl c0Sp sin Y 
‚ oX 


or oy oO) 
— (dw 





7? o’w , I) o0w 


> aLze | Du 
= 2 [ds I 008-2. cos p sin p -- — Sin’ Y| ——r 
e Ox” Pi Ox oO 1; f f oy’ ri oN 














Ferner ist 
= a ow , Iw | B.: dw 
(17) oR= 2/ [ds dy( — 5 —— 
= DR oy’ 


Es ist aber, wenn F' und @ zwei beliebige ZEN von x und y bezeichnen: 


es rGr bi 4- 5) 

















— (Jardy (Gi IH Sasse [ur5 
: OX 
( 


er 
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seizt man also 








nn? n9 
\ Oo W ı 0 W ’ \ 
F = Ä 2 - T r 2 ir) H SEEN dw 
GE OY 


und berücksichtigt. dafs 


oF oF ’ ı oF 
- — —- 0050 + — 
oN OX Zu Oy 








ist, was aus den Gleichungen (11.) folgt; so ergiebt sich 


An 9 
| | wo _ dw , öw 
(18.) IR — 2/ [dx dy ! +2 ao + 2 0w 
Jr o} 


N ,21,,2 
dr BEE 





eo 3 


+ 2fas |( & w BE WPR...  )cosp- (- ow L ch N sing! HIT 
0 | oxroy Pi ox’oy ! 0y’ ri 


e. 2fas) (0° w M O’w) Odw 

(dx ‚e oy®) ON 
Mit Hülfe der Gleichungen (12., 16. und 18.) bilde man nun die 
Gleichung (14.); die linke Seite derselben läfst sich darstellen als die Summe 


von drei Integralen,. von denen das erste über die Mittelfläche selbst, die beiden 
andern über die Contour derselben auszudehnen sind, und von denen die 











beiden ersten unter den Integralzeichen den Factor dw haben, das letzte den 
dw 


Factor —, hat. Den Principien der Variationsrechnung gemäfs müssen die 
Oi 


(Gröfsen. mit denen dw und - 





odw 
ZN ‚multiplicirt vorkommen, verschwinden. Man 
erhält demnach die partielle Differentialgleichung 





er n de er: 2 
[4 1 O dd ! o 7 
(19.) / Fi dz 1 — Arzdz-- Yzdz 
. OxXY, I oy 
n4 . ni 
nr Fr 
3 1-9 5 ox’oy’ | oy* 


und die beiden Grenzbedingungen 


(20.) / | (Z)dz - 1 (sin yf  (X)zde — c0S 7 A Y)zdz) 


os f Xxdz- sing f Yzdz 


(PK) 1-20 (> er) H( ow | sin ) 
3A TLO Ndar Toro y Tr oy I 9° F 


Ö O’w + o’w 59) nu 
— — ( —— (co0s’p — sin’p) — 7,7) °08Y5inyp)|, 














Or OY 





N 
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r +e _, j +8 __ 
(21.) cospf Kedz+singf } 


,(\ 6 ow , O’w Own. O’w w 
a win 
_— € | u — Ss cos«( sine sin‘ ( 

. 1+6 \o.r’ | A: 2 Pi X 0y PR | oy’ / ; 








Die Gleichung (19.) stimmt mit der partiellen Differentialgleichung, welche Po2sson 
abgeleitet hat, überein; abgesehen davon, dafs Porsson 6 — 4 gesetzt hat, wäh- 
rend hier 9 unbestimmt gelassen ist. Die drei Grenzbedingungen von Porsson 
lassen sich darstellen durch die Gleichungen (20., 21.) und die Gleichung 


(22.) sin yf Nzde — c08 yf r. Y) 


o’w 








| 





n2 
W oo WW 
—4eK (I (c0s’p — sin’p)—- ( — ;)cosy sin p): 


O.x Oy Or? Or 
Ich werde jetzt nachweisen, dafs » bis auf eine additive lineare Function 
von z und y, die willkürlich bleibt, durch die Gleichungen (19., 20., 21.) 
bestimmt ist. Daraus folgt dann, dafs den Porssonschen Gleichungen nur in 
den speciellen Fällen genügt werden kann, in welchen die gegebenen Kräfte 
von der Art sind, dafs die Gleichung (22.) von selbst erfüllt wird. sobald 
die Gleichungen (19., 20., 21.) erfüllt sind. 


Es seien ww, und w, zwei Funclionen, die, statt w gesetzt, den Gleichun- 
gen (19., 20., 21.) genügen; dann erfüllt w, — w, —= w die Gleichungen, 
die aus den eben genannten entstehen, wenn an die Stelle der linken Theile 
derselben O gesetzt wird. Ich werde beweisen, dafs diesen Gleichungen nur 
durch eine lineare Function von x und y genügt werden kann. 


Man stelle sich den Werth von 
I0-- . —— IR 
gebildet vor: einmal mit Hülfe der Gleichungen (15. und 17.), dann mit 
Hülfe der Gleichungen (16. und 18.), und die beiden Ausdrücke, die man 
dadurch erhält, einander gleich gesetzt. In der identischen Gleichung, die 
man dann hat, mache man do == 2w, wobei unter 2 eine unendlich kleine 
Constante verstanden wird. Läfst man darauf den Factor 2:, der sich in 
derselben findet, weg, so wird sie: 
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Jaray (=) +2(2-) +(2 =) - der Er) 
TA or” Or OY +0 OX 








1 Ok o*u o'w o'w 
ns ler- a ar 














or '  ox’dy 0) 
fas|- (1-+20 > ı O0 Ww „)ec DW | —) sin 
5 —. + —Z )0089 + ——— + -< 
. 140 \\  ox0y Pi ox’dy ' 0oy’ F 
- | U (cos? in“) (5 2)eos sin I 
— —— (-—— (608’p — sin’@) + | —— — <—— psing); w 
Os ox öy f f) | oy” 0x° p f ) 
ai 8 o’w o’w 
_ far} 0 (2% x Se) 
. 1 - 17 oy“ 
N2,n 2,7. n2,. a 
ı ou 19 MU u ou ie ' ou 
u uw ie a Cc0O5s op SINOQ - > — ‘ 
De: Er OXOY / F ’ oN 


(renügt nun w den Gleichungen, in welche die Gleichungen (19., 20., 21.) 
übergehen, wenn man an Stelle ihrer linken Theile O setzt, so verschwindet 
die rechte Seite dieser Gleichung; es verschwindet also auch die linke. Diese 
besteht aber, da 9 positiv ist, aus einer Summe von lauter positiven Gröfsen: 
es müssen daher alle diese Gröfsen für sich verschwinden, und also für alle 


Puncte der Mittellläche der Scheibe die Gleichungen 
Ö W o’w o’w 
a ie, — — 0, <—— =0 
EEE ON OY OY 





erfüllt werden. Diesen Gleichungen aber kann nur durch eine lineare Function 


von :r und y' genügt werden. 


$. 4. 
Die Gleichungen (19., 20., 21.) im vorigen Paragraphen will ich nun 

anwenden, um die Geselze der Schwingungen einer freien, kreisförmigen 

Scheibe herzuleiten. Aus denselben ergiebt sich für die Schwingungen einer 

beliebig gestalteten Scheibe die ug Differentialgleichung 

(1.) 'z se; ud: K (+2 Ä orw _ı a 


ot” 1- ri: or "oy’ 0% 


in welcher o die Dichtigkeit der Scheibe bezeichnet, nebst den Grenzbedingungen 


0 1-+29 (( o’w o’w ) -( ow | sin ) 
— . — _ COS ( — u ISIN 
' 1+0 or” !' dx0d Iy f° ox’oy ' oy’ F 














( Ow, IE o’w o’w 
Gr — - ® Ä ge - -) cosy sing), 
gs NOLOY tn, or 
A - v {( Ei 5 a X 2 cospsin« + sin‘ ). 
\ > +4 or oy’ I dr? 5 f + £ ro )y [ f f 


”e . Y . . . . Vs \ ‚V 
Man erhält diese Gleichungen, indem man in jenen (A)=(Y)=(Z)=0, 





| | 


A. Kirchhoff, üb. d. Gleichgewicht u. d. Bewegung einer elastischen Scheibe. 71 


Dj 


0% z PR 
are setzt und berücksichtigt, dals 
EYE 





m o’u ; O’v = 
a — — Pr > F —_— 0 9er’ Z — 0 
; j ai) A ou Ov . 
den beiden in ($. 2.) gemachten Annahmen zufolge ETE und AYEI nicht unend- 
u. ot” ot“ 
’ o’w N £ ’ j 
lich grofs gegen — sein können. Zu den Bedingungen (1. und 2.) sind 
ot vol: 
. . .. » .. j OW 5 D y 
noch die hinzuzufügen, dafs für =0, w und =, in zwei gegebene Func- 


© 
tionen von x und y übergehen; dann wird :» vollkommen bestimmt sein. 
Wir suchen zuerst eine parliculäre Lösung der Dilferentialgleichung (1). 
die die Gleichungen (2.) erfüll. Diese wird sich dann so verallgemeinern 
lassen, dafs auch den Bedingungen, die für 2—0 gelten, genügt wird. 
Man setze der Kürze wegen 


„1420 ,K 
3 116° ET a 
und 
(3) w = usin(4i’at); 


wo a eine Function von z& und y, 4 eine Constante bezeichnet, über die zu 
verfügen wir uns vorbehalten Durch (3.) wird der Gleichung (1.) genüg! 
werden, wenn 4 folgende Gleichung erfüllt: 
n4 
U 


4) 16u = — -+2- 


14 N 
o'u ı o’u 
OX ox’oy’ OY 


4 











Diese kann ersetzt werden durch die zwei Gleichungen 








o’u o’u 
44 v — ey - — . 
’ OX +; A 
(5.) 2 i 
2 oO VU | 0 ® 
u — Ur 22. 
ox ! 


Macht man 
(6.) “ == S-+D, Ben u 
so folgen für S und D die Differentialgleichungen 
o’S 0°S 








et —— 
OXx” 1 oy” ’ 
a oD , 0D 
— Al D = rn ey er n 92 e 
oa Oy 


Nun führe man an die Stelle der rechtwinkligen Coordinaten Polarcoordinaten r, 
ein; dann werden die letzten Gleichungen : 


Nn2€ ne 
” Ü Ey OO 5 | 1 09 u 1 Oo 5 
44 N) En TREE. gu — [1 EN“ 





or r or | ray? 
2 2 
AD. ae JE ee 
or r or r’ ow? 
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Diesen wird genügt, wenn man 

„.  )I = A.cosny.X, 

2 ID — B.cosnw.Y 
seizt, wo A und B willkürliche Constanten, n eine ganze Zahl und X und Y 
zwei Funclionen von r bezeichnen, die die Gleichungen 


(5 ae .. Gr +42)X — 0, 











Bi dr Ir dr 
09.) BEE Rn => — 42) Y EM 
de Ir id . u 


erfüllen. Führt man 
2 — Ar 


ein. so werden diese Gleichungen 





EA, FI ER n“ 

te "5 tyE=R, 
9.) "”Y 1 dY 
d’ ( n“ m 

dr? ad \e —4) ee 


Particuläre Integrale sind die folgenden: 
2 „4 r’ 


AN) — SUR u I — 4 e f . 
zu pr re A.n+l1 ! 1.2.n+1.n+2 | 1.2.3.n+1.n+2.n43 | etc. ). 














r \ x” x x x° ) 
| 2 1.2.3... ame l.n-H1 Tr 1.2.n+.n+2 1.2.3.n+1.n+2.n+3 Tele. 


und andere Bi Integrale: 


1; » 
X)‘ Zuge X) da 
L — j xzxAÄr) X)? 


xy 


(11.) \ 
Ir a. yof dır . 
chi j nm AUD ZU, 


X 








wo x, eine beliebige, endliche Gröfse bezeichnet. Die allgemeinen Integrale i 
der Gleichungen (9.) sind also 
X —= ce AN L X, 
Yr— JY"-BYW"., 
Aus den Gleichungen (11.) geht hervor, dafs X” und Y" für 2—=0 
unendlich werden; wir nehmen an, dafs die Scheibe eine volle, keine ring- 
förmige ist; dann müssen für »—=0, d.h. für 2=0, u und v, also auch 
A und Y endlich bleiben, und daher müssen «’ und /P’ verschwinden. Die 
Constanten « und / lassen sich, ohne der Allgemeinheit zu schaden, — 
setzen, da wir in die Gleichungen (7.) die Constanten A und B eingeführt 
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haben, und daher statt der Gleichungen (7.) schreiben: 
19. S — Acosny. X”), 
KR ID — Beosnw. Y”, 
wo A) und Y“) die durch die Gleichungen (10.) bestimmten Functionen 
bedeuten. Ich bemerke, dafs Y“’ die Function ist, für welche Bessel die 
Bezeichnung 
I, 
eingeführt hat. 
Wir werden jetzt über die Constanten A, B, ) so zu verfügen suchen. 
dafs den Gleichungen (2.) genügt wird. In diesen Gleichungen ist der Bogen s 
in derjenigen Richtung als wachsend anzusehen, die bei den Gleichungen (11.) 
($. 3.) bezeichnet ist. Aus der dort gemachten Bestimmung geht hervor, dafs. 
wenn man ı in derjenigen Richtung wachsen läfst und den Anfangspunct 
von s so wählt, dafs 
ss — My 
wird. wo / den Radius der Scheibe bezeichnet, 
9 = v--180° 
ist. Benutzt man Dies, so nehmen die Gleichungen (2.) durch Einführung 
der Polarcoordinaten r, w, statt der rechtwinkligen, folgende Gestalt an: 
er &w, 1 Ow ee. TER O’w 1 er) BR 
140 Or \or” ' r dr Ir ow 


Or dw r ow 





13 se 
( 5 n 7 O’w m 1 oO WW 1 *) N o’w ER 0 
1 + 0 \or’ r or !' r’ Oow* Bu 





Diese Gleichungen müssen für r —=/, für alle Werthe von w erfüllt werden. 
und für alle Werthe von {. Nach (3.) müssen daher auch die Gleichungen 
bestehen, welche man aus (13.) findet, wenn man statt » schreibt. Diese 
Gleichungen geben, wenn man berücksichtigt, dafs 
1 ou 
u ar rer 
ist. was die erste der Gleichungen 6.) aussagt: 
„„1+20 ov 1 o’u 1 o’u 


— 4 v 








- 1+0 Or | For ro " 
+: o’u 
OT en ME 


Führt man hier für « und v ihre Werthe ein, die sich aus (6. und 12.) 


ergeben „ ersetzt x durch -. drückt die zweiten Differentialquotienten von 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 1. 10 








74 49. Kirchhoff, üb. d. Gleichgewicht u. d. Bewegung einer elastischen Scheibe. 


X) und Y'’ mit Hülfe von (9.) durch diese Functionen selbst und ihre ersten 
Differentialquotienten aus und macht endlich 














i+20 
re. 
so ergiebt sich 
) ‚ z ) >) dA") ) e) r n s 3 d! in), 
(0 — Aw" X" — r(mM — 4a?) | +Bin’} N zn +42); 
(14.) 
5 ce dAv)\, I. awen „AL 
{ _ } { 1. Ar, (rn) __ > PR ® —Avr —LT s 
[0 A\(n’+4ya?) A dus: an he B (mn —Aya )} Br 
Diese Gleichungen sind zu erfüllen für #» 1, d.h. für 2—=M4. Hierzu 
ist nöthig, dafs ihre Determinante verschwinde, da A und B nicht = 0 sein 
sollen. Es mufs also für 2 = Al: 
(15) 9= RX Y“ 
| Sur DEN. rue 
ar 2 > ( (n) >E y (n) 
2. A a dx 
2. ward" dA) 
cE m 17 hy? 2? (X ae We) 
(n(n —1)2-+ 16°) ... m 
Lies dA) dY@ 
+ 8y.r* 
79 de dx 


sein. Bestimmt man aus dieser Gleichung A und aus einer der beiden 
Gleichungen (14.) das Verhältnifs von A und B, so ist den Bedingun- 
gen (2.) genügt. Wir wollen eine Wurzel der Gleichung (15.) durch 4,, 
bezeichnen und 








ER Are) 
. J u (n) 2 oo j 2 (n) BE 
( 16.) I nu 0 A (m dyx )Y " dx 
zhnul 
in) m? 4 X _ A 
— Y‘ las 4 ” )A 7 dr ) 


m zehn 
setzen; dann wird den Gleichungen (1. und 2.) durch 
w — (Ü,, sin(44,,at)cosnyU,,. 


oder auch durch 


(17.) w = |cos(44,,at)(A,,cosnyw--B,,sinny) 
sin (44, ,at)(C,,cosny-+ D, sinny)} U, 


senügt; wo A,., B,., C,., D,.. willkürliche Constanten bezeichnen. 
Wir wollen nun die Gleichung (15.) näher untersuchen und zuerst 


die Seite derselben rechts in eine Reihe entwickeln, die nach positiven Po- 





4. Kirchhoff, üb. d. Gleichgewicht u. d. Bewegung einer elastischen Scheibe. 75 


tenzen von x fortschreite. Wir müssen zunächst das Produet X) Y bilden. 
Hierbei läfst sich aber die directe Multiplication der unendlichen Reihen (10.) 
umgehen. Man kann nämlich durch Benutzung der Differentialgleichungen (9.), 
denen A“) und Y“’ genügen, eine lineäre Differentialgleichung vierter Ordnung 
für A’Y finden und aus A das Product bestimmen, indem man auf die 
Form Rücksicht nimmt, die dasselbe augenscheinlich haben mufs. Man setze 
H — XVy® 

und bilde durch wiederholte Differentiation dieser Gleichung die Werthe der 
vier ersten Differentialquotienten von H nach x. Dann drücke man die zweiten 
und höheren Differentialquotienten von A’ und Y“’ mit Hülfe von (9.) durch 
diese Funclionen selbst und ihre ersten Differentialquotienten aus. Dadurch 
erhält man fünf Gleichungen, welche # und dessen vier erste Differential- 
quotienten angeben, als lineare homogene Functionen der vier Gröfsen 


(n) (nr) “(n) (n) 
X" Au ins dy Y rn) d- Br: dA d} $ 
dx ’ dx ’ dx dx 


Die erste dieser fünf Gleichungen multiplieire man mit (1.), die andern der Reihe 





nach mit den unbestimmten Coöfficienten A,, A,, A,, A,, addire alle und 
bestiimme diese Coöfficienten so, dafs in der Summe die Factoren jener vier 
Gröfsen verschwinden; dann ergiebt sich identisch: 


I We:ı. - er d€’H 1A, er 
dr: | dx 


Schreibt man die ME den aaa die zweiten und höhern 
Differentialquotienten von A) und Y’ durch diese Gröfsen selbst und deren 
erste Differentialquotienten ausgedrückt werden, folgendermaalsen: 


d8) 0—= H+4— 











2 Vv 2Y "(n) 
dr X" 1a, daD dI” _„,yoar„ıT 
dx? ? dx dx? “ Ze 
PX@) X@) { 3>y(n) a dy") 
—— — 1A" 4a u b,Y"’ 4b, - : 
dr’ ı 9 da ’ de’ dr ' 
4 Vin n n “(n) 
ET, ih X La! an EN org 
d.ıc' u + de ? dx* u E 


so ergeben sich für die Coöfficienten A die Gleichungen: 
1 +@+b)4:, : + 5)4+ („+ 5,+60b,)A, = ir 
A,-+ Re + (a7 +35)4;+ (a, 4 re b; dr = — 
A,-+ 4:4 (b/ + 30)4;+ (b/-+4a; + 6a, b,)A, = 0, 
24,+3(@,/ + 5/) A; +(4a, er 160,5, 4, — 0. 
Substituirt man in diese Gleichungen für die Gröfsen a, d ihre Werthe, die 
10 * 
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sich aus (9.) ergeben, löset dieselben auf und setzt die Werthe von A,, 4.. 
A,, A,. die man findet, iw die Gleichung (18.), so wird diese zu: 
An’—1 dH nr An’—1 d’H 2 # d’H | d’H 
x dx ee " er 
Aus (10.) folgt aber, dafs 








0 — 64H - 








(19) H=-XWYy® — _—— 1-4 Bx*+ B,a0°+ B,2” 4 Ba" + .. 


./ 


sein mufs; substituirt man diese Reihe in die eben gefundene Differential- 
sleichung. so findet sich 


B. Bm 


u? n+-k.r n Tun n 4 2k ’ 





also 





u 2 ze (—1)* 2 
m) :- rer 


Um die Gleichung (15.) zu Ask, sind ferner die Ausdrücke: 


in) AY ©) E in) AAO) -(n) AY@ eo (nd) dX@) ayı“ 
\ de } dx ’ A dı ı dr ° dr dr 





zu entwickeln. Wir benutzen hierzu die folgenden Gleichungen, die identisch 
sind in Rücksicht auf die Gleichungen (9.): 





























H = Pi au 
dH YV(n) day») ”(n aA (n) 
dx A dx rt dx ’ 
PH an yoayo_ 4 a) AN) vum dAON , „dA day") 
de Ay — (X de | Y dx ) de dr ’ 
PH BR... MY) | wit Bo er A 
dx’ Al | (X T Y dx ) 
ai „mAA(") 6 dXW dYW@) 
.w (n) ! ee 
+8(X a dr x de dx 
Durch Auflösung dieser Pre erhält man 
(n) day l_ zn dAU) ug dH 
A dx } de de’ 
vn dy%) yo dA d@’H  dH An’—1 dH 
‚ de di Med = de’ 
dX%®) dyYv ') _ @®HA, 1 dd 2n? H 
dx de dt de =: j 


Durch Berücksichtigung der Gleichungen (19. und 20.) werden diese drei 
Gröfsen der Reihe nach: 
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I gung 
Drir-l % h RB f 
-(n- Fı(n- 2%) 2 
a De u ui 
| WT Zık(n+ k)(n+2k)B,a 
„Zık(n--Kk)n-Rk)D,c", 
LE FE” Sk ut Bd Te, 
er? nn L | 
BER... EEE n°-- Bı (2(n-+2kY — nn’ th 
ae | roh a) — a) Bra ) 
Hiernach wird die Gleichung (15.), wenn man den Factor .x’”'* wegläfst. 
folgende: 
‘ 2/ ee E,; 
21) 0= (Yy—1)n(n—1)+Fr(—1") we" 
l RR 
wo 
K, = — a (nm —1)+4y(n-+2k)(n+ 2k-+1)(n(n —1)— 2k-!-Aykin-k)). 


M, = 1.2... k.n-+-1.n+2...n+k.n-+1.n-2...n+2k-+1. 

Man sieht, dafs die Gleichung (21.), deren Wurzeln, durch Z dividirt. 
die Werthe sind, die für A,, gesetzt werden können, nur die Potenzen von x 
enthält, deren Exponenten Vielfache von 4 sind. Es folgt daraus, dafs, wenn 4 
eine ihrer Wurzeln ist, auch — 4, Ay—1 und —liAy—1 ihre Wurzeln sind. 
Ich will jetzt nachweisen, dafs die vierten Potenzen aller Wurzeln der Glei- 
chung (21.) reell und positiv sind; daraus wird dann hervorgehen, dafs unter 
jeder Gruppe von vier Wurzeln, wie die angegebene deren eine ist, sich eine 
reelle positive Wurzel befinden mufs. Wie schon früher bemerkt, ist # eine 
14.20 
119 
Hieraus folgt, dafs &, immer positiv ist, dafs also die Glieder der rechten 
Seite der Gleichung (21.) abwechselnde Zeichen haben. Hiernach ist es un- 
möglich, dafs die vierie Potenz einer Wurzel dieser Gleichung negativ sei. 
Dals sie auch nicht imaginär sein kann, läfst sich auf folgende, indirecte 
Weise darthun. 

Es seien {A und ZA’ zwei Wurzeln der Gleichung (21.). Für die erste 
derselben sei die durch (16.) bestimmte Function U,,—ÜU, für die zweite 
— U': dann läfst sich zeigen, dafs 

(22) (4°) "UU'rdr — 0 
0 


Wir wollen es als bewiesen annehmen und wollen zeigen, dafs dann A” 


positive Gröfse; es ist also 7, welches — geseizt wurde, gröfser als 1. 





ist. 
nicht imaginär sein kann. Es sei 
ne + 9y-1; 
U—= P-0y-1. 
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Kine andere Wurzel der Gleichung (21.) mufs dann (» — qy—1)! sein. Wir setzen 
= pp — qy-1: 
dann wird 


U' = P_0y-1. 


Die Gleichung (22.) wird dann: 
) ) d > l ) 
ya —g)f (P’- O’)rdr — 0. 
© 


Das hier vorkommende Integral kann nicht verschwinden, da es eine Summe 
von lauter positiven Grölsen ist, also mufs 

yy(p —g) = 0 
sein: und dieses ist die Bedingung dafür, dafs 4* reell ist. 

Wir wollen nun die Richtigkeit der Gleichung (22.) erweisen. Daraus, 
dafs der in (17.) gegebene Ausdruck für w der Gleichung (1.) genügt, folst, 
dals. wenn man 

d’U 1 dU nn. rät 
—- + — ——— U = 41 
dr r dr gr 
setzt. gleichzeitig 
d’U 1 dU n” . 
_—- + —  —-U= 4’, 
2 A u r” 
(23.) FR j , 
d’V , 1 dl wu 27 
_ a 5 r 
ist. Daraus, dafs derselbe Ausdruck für » die Gleichungen (2.) oder die 


Gleichungen (13.), welche dieselben sind, erfüllt, folgt, dafs für r —=1, 


(1+20 d g 110 n“ n-% W_ Ay BR 
en | 








I+0 dr \dr?® I! r dr r r" \dr r 
Ö EUR n” U) CU 
It9\dr? Ir dr “u Ar Zee 
sein wird. Die Gleichungen (23.) lassen sich wie folgt schreiben: 
.. d 1 d 
4,.V — rn" — —— —r"Ü 
dr "=! dr ‚ 
.arr d 4 er 

WU = rn —_- ———r"V. 


dr ri"! dr 
Durch Substitution des Werths von V aus der ersten dieser beiden Gleichun- 
gen in die zweite erhält man 
in, 
—r 


is d 
25. IH U =— a — m——— 
( ) dr pri dr dr ya dr 


r'V. 





Auf dieselbe Weise ergiebt sich eine Gleichung, die man aus dieser erhält, 
wenn man U’ und 7 statt U und 4 setzt. Subslituiri man den Werth von 
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164*U aus (25.) in das Integral 
162 /UU'rdr 
und integrirt viermal partiell, so kommt man auf das Inlegral 


| | 
frau. Ad Ar, 


dr ri! dr dr ra"! dr 


und dieses ist 





— 162" /UU'rdr. 
Man erhält auf dem angedeutelen m. die On 
Ä I 41 d \ 
DYE .A fi Tr ER Fr gr h u Tl] 
(26.) 164 — UU'rdı rn ! Ir Er ee le ) 


(dr Vz m Zr U 
-(z „or dr "Ur Li U) 


) 1 d 1 , 
Ne l er 3 ae n T N 2 { 
(Zr — yon dr F I ) ni . 


Nun läfst sich zeigen, dafs der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Glei- 





chung sowohl für #0, als für r—/ verschwindet. Dafs er für r—0 
verschwindet, ist einzusehen, wenn man erwägt, dafs U und U’ von der Form 
er + cr" "tor" 


sind. Um zu beweisen, dals er für r—! verschwindet, wenden wir die 
Gleichungen (24.) an. Diese lassen sich folgendermaafsen le: 





PU en y 1 dU 
d”  1+20\r rd 
PU FED In“ L- n?+(n’+1)(14+30) dl 
” r’ Ä (1-H20)r? dr 


Mit Hülfe dieser Gleichungen und derer, welche aus ihnen entstehen, wenn 
man U’ statt U setzt, drücke man die zweiten und dritten Differentialquotien- 
ten von U und U’, auf welche man kommt, wenn man die in (26.) ange- 
gebenen Diflferentiationen ausführt, durch U und U’ selbst und ihre ersten 
Differentialquolienten aus; man findet dann, dafs die Glieder auf der rechten 
Seite von (26.) sich gegenseitig aufheben. Es folgt daraus die Richtigkeit 
der Gleichung (22.). 

Es ist bis jetzt auf die Bedingungen nicht Rücksicht genommen worden, 
welche die Lösung unserer parliellen Differentialgleichung für £—=0 erfüllen soll. 
Wir werden nun die gefundene Lösung (17.) so zu verallgemeinern suchen. 
dafs auch diesen Bedingungen genügt werden kann. Von dem Ausdrucke, 


6 
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der in (17.) = w gesetzt ist, kann man die Summe in Beziehung auf u 
und in Beziehung auf n nehmen, und diese Doppelsumme —= w setzen. Bei 


der ersten der beiden Summalionen kann man sich darauf beschränken, die 
reellen positiven Werthe A,, zu berücksichtigen; durch die Berücksichtigung 
der negativen und imaginären Werthe 4,, gewinnt man nichts an Allgemein- 


heit des Ausdrucks von ww; denn: ist wiederum 


U u er 
und 
U,=VU’ wi =4, 
so ist für denselben Werth von r: 
U—-U, falls 4 — —% 
und 


U = (-1)"*U', fals 4 = AYy-1. 
Wir wollen jetzt unter 


WE ‚WE EEE 


i / 


Ny4? 


die positiven reellen Wurzeln der Gleichung (21.) verstehen, dieselben ihrer 
(Gröfse nach so geordnet, dafs ZA, die kleinste ist, und wollen 


w — Zu Zu (cos(44},at)(A,, cosny--B,, sinny) 


oo 
- sin(44,„at) (U, cosnıy-+-D,, sinny)} U, 
setzen. Die Constanten A, BD, C, D müssen nun so bestimmt werden, dafs 
tere, vunernry), 
ar == Dip, W) 
wird, wo F' und $& zwei gegebene Functionen von r und w bedeuten. Aus 
der ersten Bedingung werden sich die Werthe der Gröfsen A, B ergeben, aus 
der zweiten die Werthe der Gröfsen C, D; und zwar diese auf ganz ähn- 
liche Weise, als jene; es ist also hinreichend, zu zeigen, wie jene gefunden 
werden können. Die erste Bedingung erfordert, dafs 


L L 
Kir,y) = Zr3u(A,, cosny+B 
0 0 


werde. Wir stellen uns Fr, w) nach den Cosinus und Sinus der Vielfachen 


sinny)ÜU,, 


n HM 


von w entwickelt vor. so dafs 
Fr, y) = Fu(r)+ Fi(r)cosyw-+ Fy(r)cos2y+ ... 
+F, (r) sinw-+ F/(r)sin2y-+ ... 
ist, und dann diese Entwickelung für Fr, w) substituirt. Dann zeigt sich, dafs 
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I. 
Fe) = >4,VU,;, 
(27.) 
zer; \ n T 
u u it 


nu nu 
0 


sein mufs. Die Functionen F'\,(r) und F'(r) lassen sich als gegeben be- 
trachten; die Bestimmung der Gröfsen A und B ist also auf die Aufgabe 
redueirt, eine gegebene Function von r nach den Functionen U,, U,,U,.... 
zu entwickeln. Vorausgesetzt, dafs diese Entwicklung möglich ist, kann man 
die Coöfficienten derselben mit Hülfe des Satzes finden, der durch die Glei- 
chung (22.) ausgesprochen wird. Diese Gleichung zeigt, dafs, wenn « und «' 


zwei verschiedene Zahlen sind, 


1 
2 
j U... U,„rdr = 0 
0 


ist: es folgt daher aus den Gleichungen (27.): 


& 1 . 
A,/ U, U,rdr = / Fu@)U,rdr, 
e l B I 
4 3 Yr, 
Bd DL UER u / F,(r)U,„,rdr. 
0 0 


S. 5. 


Für die Vergleichung der Theorie mit der Erfahrung ist die Unter- 
suchung des Falles wichtig, in welchem die Schwingungen der Scheibe, von der 
Art sind, dafs sie einen reinen Ton erzeugen. Die Verhältnisse der Schwin- 
sungszahlen der verschiedenen Töne, welche eine Scheibe geben kann, und 
die Knotenlinien, die bei jedem einzelnen vorhanden sind, bieten sich hier als 
die hauptsächlichsten Vergleichungspuncte dar. Mit diesem Falle wollen wir 
uns jetzt beschäftigen. In demselben mufs ww durch folgenden Ausdrugk darge- 
stellt sein: 

(28) ww = jcos(44,,at)(Acosny-+Bsinnw) 
+ sin44, „at(Ccosny-+- Dsinny)} UT, 
Der Ton ist durch 4,, in der Art bestimmt, dafs seine Schwingungszahl. 


d. h. die Anzahl der Schwingungen, die in der Einheit der Zeit vollführt werden, 
447.@ 

me 
ist. Die Knotenlinien sind diejenigen Linien, für welche, für alle Werthe 


von {, w==0 ist; sie werden daher die Puncte enthalten, für welche ent- 


u 





weder die Gleichung 


29) U,=0 
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erfüllt wird, oder die beiden Gleichungen 

(30, 5 cosnw-+Bsinny — 0, 
IC cosny + Dsinnw — 0 
bestehen. Die Gleichung (29.) liefert gewisse Werthe von r als Wurzeln. 
So viele reelle Wurzeln sie hat, die kleiner als / sind, so viele. mit der 
Peripherie der Scheibe concentrische Kreise werden in der Klangfigur vor- 
kommen; die Anzahl und Gröfse derselben wird allein von dem Tone ab- 
hangen und unabhängig sein von den Werthen der Coäfficienten A, B, C, D. 
Die Gleichungen (30.) werden für keinen Punct erfüllt. wenn nicht 

3:8 = CB 

ist: in diesem Falle sind jene Kreise die einzigen Knotenlinien. Besteht diese 


Proporlion. so geben die Gleichungen (30.) n Werthe von , von denen je 


zwei aufeinanderfoleende um . unterschieden sind: dann kommen also zu 
l 


jenen Kreisen noch rn Durchmesser als Knotenlinien hinzu, welche die Peripherie 
der Scheibe in gleiche Theile theilen. 

Diese alleemeinen Resultate der Theorie sind im Wesentlichen mit der 
Erfahrung in Übereinstimmung. Der Versuch zeigt, dafs die Knotenlinien aus 
Kreisen bestehen, die mit der Peripherie der Scheibe concentrisch sind, und aus 
Durchmessern, die diese in gleiche Theile theilen, wenn man von gewissen 
Verzerrungen absieht, die diese Linien erleiden und die, wie mir scheint. 
hauptsächlich darin ihren Grund haben, dafs die Scheibe nicht vollkommen frei 
ist. wie die Theorie sie voraussetzt. Der Versuch zeigt aber auch, dafs bei 
einem Tone. bei dem zuweilen Durchmesser als Knotenlinien vorkommen. die 
Durchmesser zuweilen fehlen. Fehlen sie, so ordnet sich der auf die Scheibe 
oestreute "Sand zwar auch in Durchmessern an: diese bleiben aber nicht fest 
während der Bewegung der Scheibe, sondern osecilliren. Wollte man diese 
interessante Erscheinung zu erklären versuchen, so mülste man die Bewegung 
eines Sandkornes verfolgen, welches, von einer Stelle der Scheibe fortgeschnellt. 
auf eine andere fällt, und so von einer Stelle zur anderen geschleudert wird. 


während die Scheibe selbst die durch die Gleichung (28.) ausgedrückte Bewe- 





oune vollführt. Auf diese Betrachtung will ich indessen hier nicht näher 
eingehen. 


Chladn: hat durch Versuche gefunden, dafs die Schwingungszahlen der 





Töne. die in ihren Klangfiguren dieselbe Anzahl von Durchmessern haben, 


(d.h. der Töne, die demselben Werthe von rn entsprechen), mit Ausnahme 
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der tiefsten. sich nahe wie die Quadrate aufeinanderfolgender, gerader oder 
ungerader Zahlen verhalten, je nachdem die Zahl der Durchmesser gerade 
oder ungerade ist. Ich will jetzt nachweisen, dafs die Theorie dasselbe Ge- 
selz liefert. Es geht dies aus einer Umformung der Gleichung (21.) hervor. 

Für die Function Y", die durch die zweite der Gleichungen (10.) 


bestimmt ist, hat Possson folgende semiconvergenle Reihe entwickelt: 











Y)- s BE 2 E3 cos? - sin IN (1— (1 2) Ben. | | (1.3.5.0) I 1 | \t 
Yaı ya! Ä 1.2 (16.r)° 1.2.3.4 (16.r) 2 
ur 5 ar 1.2.57. 3 ' 
(/sın dr» nn) PN A a P EA 
ısIN 27 — COS<L (-; > u re 792 - 2 
’ 41 16.r 1.2.3 (16.r)’ 1.2.3.4.5 (16.r) 
Auf eine ähnliche Weise findet man 
vo _ 1 0x I, 3 (1.53% 4 EM) 
By Yır\ I 16.r 1.2 (6x)° 1.2.3 (6r)’ u 
Nun folgt aus den Gleichungen (10.) 
vo n } er d ( } - 
gi 2° dr ri) ? 
re. er ei 
Zu Hl) o— 1 [7 ph )- 
y dr xy" 


Setzi man hier a0 und substituirt für Y, Y die eben angegebenen 
Reihen. so erhält man ähnliche Reihen für Y®. X"; aus diesen findet man 


wiederum ähnliche Reihen für Y®, A, u. s. f. Es ergiebt sich: 





























si 1 I ı . y* ( (1— 4n”)(9—4n’) | 
Fin) er ns(Ddr__ 1 a\-J.c m 1 7) — ee as 
YyY— Ton yr ‚(cos (22 — An) + sin (2er —yna))(1 5 dom: 
(1— 4n?) (9 — 4n?) (25 —4n?) (49 — An?) 1 \ 
2.3.4 (16.r)° u? 
’ 1—4n?) 1 
m (sın (2x — A nt) —- 605 Rx — 4 nr )) Cu 16r 
1—4n’) I An’) 25 —An?) 1 ) 
Br 1.3.3 (16x)? Pal . 5, 
vo) — 1 au ,Ad—A’) 1 | (1— 4n?)(9— 4’) Fa. A 
a °7° 7° 7 Er 1 165 |! 3 (16.7)? 
| (1— 4n?) (9 — An?) (25 — An’) l \ 
r 1.2.3 de 


Die erste dieser beiden Reihen ist in einer ein wenig andern Form schon 
von Herrn Professor Jacobi in Schumachers astronomischen Nachrichten 
Bd. 28, S. 94 angegeben. Substituirt man diese Werthe von YUV und AU 


in die Gleichung (15.), welche identisch mit der Gleichung (21.) ist, so kann 
er 
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man aus der resultirenden Gleichung log(22— Ann) ausdrücken als den Quo- 


1 r 
tienten zweier Reihen, die nach den Potenzen von [67 fortschreiten. Es er- 


ojebt sich 














BB, 8 D 
’ } | I6.r r do dert Pr 
(31.) tang 2 —4ınn) zu By D Pe re 
A+ —— 4+-.0—;+... 
I6.r ' (16): 
Wo 
a—=y, 
B —= y(l1—4n)—8, 
& —= y(1-— 4n’)(9 — An’) + 48(1-+4n?), 
D —= — y4lll-4n’)(9 — 40’) (13 — 4n°)) + 8(9-+- 136n° + SOn’). 
Ist x grofs, so kann man die Seite rechts der Gleichung (31.) = 0 setzen; 


dadurch erhält man, als Näherungswerthe der Wurzeln derselben, die Werthe, 
welche der Ausdruck 
In(n--2h) 


annimmt, wenn für A ganze Zahlen gesetzt werden. Es folgt hieraus das 
oben ausgesprochene, von Chladni gefundene Gesetz, da die Schwingungs- 
zahlen der Töne den Quadraten der Wurzeln der Gleichung (31.) proportional 
sind. Diese Gleichung zeigt ferner, dafs die Proportionalität der Schwingungs- 
zahlen mit den Quadraten aufeinanderfolgender gerader oder ungerader Zahlen 
um so näher Statt finden wird, je höher die Töne sind; und sie liefert ein Mittel, 
auf eine bequeme Weise alle Töne, die zu einem Werthe von n gehören, 
mit Ausnahme der tiefsten, mit grofser Genauigkeit zu bestimmen. Was die 
Zahl A in dem Näherungswerthe von /A,, anbetrifft, so zeigt die numerische 
Rechnung, dafs sie — u ist; so dafs also für grofse Werthe von ulA,, nahezu 
Irr(n--2u) ist: ein Resultat, welches in vollkommner Übereinstimmung mit 
den Beobachtungen von Chladnz ist. 
Um die tiefsten Töne für einen Werth von 2 zu ermitteln, mufs man 
die kleinsten Wurzeln der Gleichung (21.) berechnen. Diese Gleichung kann 


man auf die Form 
t ie) 12 
Fe I 5 Be 
0 = 1— —- — —— etc 
/ 4: .. 
A A, 4’ | 


1 





bringen, indem man sie für a=0 und r==1 durch «* dividirt. Die Rechnung 
eiebt folgende Werthe von log A,, log A;,....: 
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für 6 = 4, also y = # (nach Poisson): 
_ 1 et wu n— 3 
log4, 0,664 2079 1,348 0266 0.265 0703 0.973 3073 
log A, 2,935 1132 3.588 0591 2.061 5798 3.105 2465 
log A, 5.097 3650 6.406 5347 4,588 9514 5.368 2055 
log A, 8.149 924 9,655 978 7,620 8431 9.083 199 
log A, 11,583 4 13,249 6 11,040 582 12,653 145 
log A, 15.33 17,130 14,776 04 16,516 13 
log A- 21,3 19,778 0 20,629 0 
log A, 23,01 24.96 
log A, 29,48 
für 6 = 1, also 7 = } (nach Wertheim): 
log A, 0,681 2413 1,352 1826 0,224 2682 0,939 3022 
log A; 2.556 3026 3.094 0911 2,018 9332 3.066 4444 
log A, 9.120 4304 6,413 6351 4,546 2236 5.827 9058 
log A, 8.174 058 9,663 768 1.578 3037 9,042 324 
log A, 11.608 3 13,257 8 10,995 263 12,612 037 
log 4, 15,35 17,138 14,733 92 16,474 93 
log A; 21,3 18,736 20,587 7 
log A; 22,97 24.92 
log A, 29.44 
Hieraus gehen folgende Werthe von 
log (A,,0)* 
hervor: 
| für 6 = 4}: 
u e == 0 ne 1 w— nu 8 
0 — — 0,278 37 1.006 51 
1 0,693 67 1,415 53 1.891 17 2,246 93 
2 1,963 08 2,348 29 
Me 0 fi: 
0 — _ 0,236 38 0,970 14 
1 0,711 68 1,420 12 1,889 97 2.242 98 
2 1,967 12 2,350 22 


In der folgenden Tafel sind die Tonverhältnisse, welche Chladni sefunden 
hat, zusammengestellt mit denen, welche die Rechnung 


Es sind die 


giebt. 
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Töne angegeben, welche eine Scheibe geben kann, deren tiefster Ton €Ü ist. 
In den mit C4. überschriebenen Columnen finden sich die Töne, welche C’hladni 
beobachtet hat, in den mit P. überschriebenen die, welche die Rechnung unter 


der Vorausselzung d—=4, in den mit W. überschriebenen die, welche die 
Rechnung unter der Voraussetzung # — 1 geliefert hat. Die Angaben beziehen 


sich alle auf die gleichschwebende Temperatur *). Jeder berechnete Ton 
ist durch den ihm zunächst liegenden Ton der Scale bezeichnet, dem ein — 





oder — beigegfügt ist, je nachdem jener etwas höher oder tiefer als dieser war. 
u n 0 Be 3 == 3 e— 
Ch. | P. 'W.|Ch.| P/ W.|Ca.| P. |W.| Ch. | P.  W. 
u Be -1—-!- IC| cC Ü d \dis—| dis — 
| nee Do 





ı| Gis |Gis+ a4] 5 |3—|c—| 9 |gis+\a— |d.dis\dis+ | e— 




















f 
I 
— Me — = | 
| 
| 


2lges-- | b— | b- 5 ı f+\fs- | 
Es zeigen sich hier nicht unerhebliche Abweichungen der beobachteten Töne 
von den durch die beiden Rechnungen ermittelten. Die beobachteten Töne 
stimmen mit den aus der Poesson’schen Annahme (9 — 4) ermittelten etwas 
besser überein, als mit den aus der Wertheim’schen Annahme (9 = 1) berech- 
neten; doch ist die Abweichung bei jenen zu grofs, als dafs hieraus ein Schlufs 
segen diese Annahme gezogen werden könnte. 

Ich wende mich jetzt zur Vergleichung einiger numerischen Resultate, 
welche die Theorie in Bezug auf die Knotenlinien giebt, mit den entsprechen- 
den Resultaten der Beobachtung. Hr. Professor Srehlke hat die Güte gehabt, 
mir die Ergebnisse einiger Messungen von ausgezeichneter Genauigkeit mit- 
zutheilen, die er an zwei kreisförmigen Glasscheiben angestellt hat. Diese 
Scheiben waren mit derselben Sorgfalt gearbeitet, wie die quadratischen 
Scheiben, an denen er die Messungen angestellt hat, die von ihm in Dove’s 
Repertorium Bd. III. S. 113 bekannt gemacht sind; die eine von ihnen hatte 
ungefähr 6 Zoll Durchmesser und 1 Linie Dicke, die andere 7 Zoll Durchmesser 
und 1,1 Linie Dicke. Zum Beweise der Vollkommenheit der Scheiben und der 
Genauigkeit der Messungsmelhode kann die Kleinheit der Unterschiede der 
folgenden Zahlen dienen, die durch Messung verschiedener Durchmesser des 
Knotenkreises ohne Knotendurchmesser auf einer Scheibe gefunden wurden. 


*) Chladni sagt zwar nicht ausdrücklich in seiner Akustik, aus welcher seine Angaben 
senommen sind, dafs dieselben sich auf die gleichschwebende Temperatur beziehen; doch 
scheint es unzweifelhaft, dals dem so ist. 
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Erste Seite. Kehrseite derselben Scheibe. 
24,415 24,42 
43 44 
44 425 
425 13 
405 115 
Mittel 24,423 24.426 


Eben so regelmäfsig als diese Scheibe, welche mit I bezeichnet werden mag. 
zeigte sich die andere T7zöllige, welche II genannt werden soll. Ich will die 
Werthe der Radien der Knotenkreise, welche diese beiden Scheiben erve- 
ben haben, zusammenstellen mit den Werthen, welche die Rechnung bei der 


Poisson’schen oder der Wertheim’schen Annahme von % eiebt. 

















Beobachtung Rechnung 
l | Il P. | W. 
se), ae 1.0.6792 1. 0.6782 1.0.68062 7. 0.67 7941 
n = 1. u = 1[J[!.0,7811 1.0.7802 1.0,78136 1.0.7S088 
Den Radius des Knotenkreises, der dem Tone (a=0, u«==1) entspricht. 


hat auch Savart gemessen; er fand bei drei verschiedenen Scheiben die 
folgenden Werthe: 

1.0.6819, 1.0.6798. 1.0.6812. 
Diese Angaben theilt Porsson bei Gelegenheit seiner Untersuchungen über 
die Schwingungen einer kreisförmigen Platte in der oben eitirten Abhandlung 
mit. FPorsson hat dort für den Fall a=-0 und unter der Annahme 9—- ! 
die tiefsten Töne und die zu diesen gehörigen Knotenkreise berechnet. 

Die aus der Wertheim’schen Annahme abgeleiteten Resultate weichen 
von den aus der Po:sson’schen abgeleiteten nur wenig ab; mit den Strehlke- 
schen Beobachtungen stimmen jene noch besser überein. als diese. Wie mir 
scheint, spricht dieses aber nicht gegen die Poesson’sche Annahme, denn eine 
vollkommene Übereinstimmung zwischen der Theorie und dem Versuche darf 
man nicht erwarten. weil die dem Versuche unterworfenen Scheiben nich! 
die Eigenschaften in aller Strenge besitzen, welche in der Theorie ihnen bei- 
gelegt werden. 

Hr. Strehlke hat. aufser den angeführten, mir noch die Resultate eini- 
ger anderen Messungen milgelheilt, die von ihm an weniger vollkommenen 


Scheiben angestellt sind. Ich lasse dieselben folgen, zugleich mit den entsprechen- 
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den Zahlen, welche die Rechnung unter der Annahme 9-14 und unter der 
Annahme 9==1 gegeben hat. 


Radien der Knotenkreise. 

















| 
Beobachtung ng 
0 Seren 4 d ze 1 

n — 1. v1, 0,81 0,783 0,781 0.783 1 0,78136 | 0,78088 
= 2, u = 15 0 0,81 0,32 0,52194 | 0,52274 
n 3”. u = 1]| 0,835 0,842 0.354523 | 0,84681 
Ä ‚| 0,485 0,492 0,49774 | 0,49715 

n = “ ul Po ö 
I 0,369 0,869 0.387057 | 0.87015 

Der Radius der Scheibe ist hierbei —= 1 gesetzt. 


Im Januar 1850. 
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Ein Beitrag zur Zahlentheorie. 


(Von Herrn A. Thacker zu Cambridge. ) 





De Zweck dieses Aufsatzes ist. einen Ausdruck zu finden für die 
Summe der nten Potenzen der Zahlen, welche kleiner als eine gegebene Zahl 
und zu derselben relative Primzahlen sind. n ist eine positive ganze Zahl. 

Es sei die gegebene Zahl z von der Form «a*b’er..., wo a, b, ec, 
Primfactoren sind. Man setze 

PICHWE LEm ME. Pe 
Dann beruht das Verfahren auf folgender Betrachtung. 

Wenn man von der oben hingeschriebenen Reihe die Summe der Glie- 
der abzieht, welche durch « theilbar sind und von dem Reste die Summe der 
darin befindlichen durch 5 theilbaren ‘Glieder, und so fort, bis die Zahl der 
Primfactoren erschöpft ist: so sind die Glieder, welche im letzten Reste vor- 
kommen, alle zu x theilerfremd. Folglich, um die Aufgabe zu lösen, kommt 
es darauf an, den Werth dieses letzten Restes zu finden. 


Zu dem Ende bemerke man zuerst. dafs die sämmtlichen durch « theil- 
baren Zahlen von 1 bis z in der Reihe 


d, 2a, 3a, oo... —:6 
enthalten sind; die Summe ihrer nten Potenzen ist 


— a" +(2a)” + (da)"” +... + (a) — a” 1" +2"+3”4+..4 (—) L. 


173 


also —= a"y(—-)- 
a 


Zieht man dies von (2) ab und bezeichnet den Rest durch A, so ist 


R — Y(z)—a”y (—) 


Unserer Verfahrungs-Art gemäfls mufs jetzt von KR die Summe der 
Glieder, welche durch 5 theilbar sind, abgezogen werden. Es besteht R aus 


zwei Theilen, (2) und a"y (—), deren jeder durch 5 theilbare Glieder enthält. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 1. 12 











Y0 5. Thacher, ein Beitrag zur Zahlentheorie. 


Man sieht leicht, dafs die Summe derjenigen, welche in (2) vorkommen. 





+2 HB" +... +6), 
also 
b" Fl 7 
ist. Dagegen in «”y (—-) ist die Summe 
a +" +" +. +), 


oder 
a"b" (—) 


Die ganze Summe in p@)— a" pl) ist also 


2 b" (—) — ah" p (—)' 
Subtrahirt man dieselbe von AR und nennt den Rest R’, so erhält man 
R' —= y(2)—a”y —)-vp(Z)+a b 9) 


Auf dieselbe Weise ist offenbar die Summe der in A befindlichen, 
durch e theilbaren Glieder, 


‚n [3 non S N an S | n m S 
eg (—)—a c G (—)—b c gl L )- d b"c y(—- 


und wenn man dies von # abzieht und den Rest durch A” bezeichnet, so 








ergiebt sich 


R' - p(3)— ap) — b"g (I) — cp) 
werte H+ers)-ere 


Das (iesetz dieses Ausdrucks fällt in die Augen und kann ohne Schwie- 
rigkeit verallgemeinert werden. Allein der Kürze wegen wollen wir uns 
auf den Fall beschränken, wo x nur drei von einander verschiedene Prim- 
factoren enthält. Alsdann ist AR’ die Summe, die gesucht wird. und wenn 


man dieselbe durch S, bezeichnet, ergiebt sich 


8. ne) a G)-er() 


"el Zr -)+ ac" (—-)4 - A wol - )—a’ b".c" (Zu): 
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Nun läfst sich aber nach einem bekannten Lehrsatze die Summe der 
nten Potenzen der natürlichen Zahlen von 1 bis r durch 


n--1 


p(r) = er +4 r"+An, Bır""— in, B,r"”-- ın,B,r"” — etc. 





ausdrücken, wo 2,, n;, ... die Binomialcoöfficienten, und B,. B;, ... die 
Bernoullischen Zahlen sind *). 


Wenn man hiernach statt p(z2),. 4 (—), ... Ihre Entwickelungen setz! 


und das Resultat nach Potenzen von %& ordnet, so ergiebt sich 





a b ce "be "ae ! db abe 


2"(1—1—1—1+1-+1-+1-—1) 
2, B,2""(1—a—b— c-+bc-+ac-- ab — abe) 
Aue «—V"— WW" ab’— ub’c) 


L In, B. a eb ee 4 De -{ PP L eb — ab c’) 





- i—— (1 At in, B,2"""(1—a)(1—b)(1— ce) 
ıIn,B;2 ya we P)i— Lg 
+ 4n,B,2""(1— a) 1— b)(1- 
— elc. 
Die Anzahl der Glieder ist $(n-+2), oder 4(n-+1); dabei das letzte Glied 


1 2 1 / n— _ 
ET EEE) )(1—c”""'), 





oder 
\ 1 l 22 n—? n—? 
(—1):07+D, ——.n,sB,_2?(1— a )(1— 5") (1— cc"), 


< R n—1 
je nachdem n gerade oder ungerade ist. 
Somit ist die Aufgabe vollständig gelösel. Es sind nur noch einige 
besondere Fälle zu betrachten. 


1. Man setze n—=0. Dann erhält man den bekannten, von Kuler, 


Gaufs u. A. bewiesenen Ausdruck 8, — <(1- )1--)(1-—) für die 


Anzahl der Zahlen, welche kleiner als s und zu derselben relative Primzahlen sind. 





*) Man sehe in diesem Journal Bd. 31. S. 249. Am einfachsten ist das Theorem in 
Cauchy’s „Resumes analyliques” bewiesen. 
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2. Es sei a=1. Dann ist 9, = (1 (1 — —)(1 -—); was 


ul 


mit einem von Crelle in diesem Journal ( Bd. 29. S. S0) gegebenen Ausdrucke 


übereinstimmt. 


3. Wenn n—2 ist. erhält man, weil B, =+# ist. 


N; 1e’(1— Ye TNI- —)- ı2(1—a)(1—b)(1— ec) 


N a 


3 z(1 _)(1— a1) — ı abe). 


I. Es sei schliefsliich n—3. Alsdann ergiebt sich 


Ss, — 42°(1- )1- )U--)H42 1-01) 


i 2 (1— ya — —)(1- —) (2? — abc). 


Es sei z.B. 2-60 —2°.3.5, so ist 


S,—16,. 5 —48. 8, —= 19120, S, —= 856800. u s. w. 


Frankfurt am Main im September 1548. 
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6. 
Bestimmung der Anzahl nicht äquivalenter Classen 
für die aus x" Wurzeln der Einheit gebildeten com- 
plexen Zahlen und die idealen Factoren derselben. 


(Von Herrn E. E. Kummer, Professor in Breslau. ) 


Die vegenwärlige Untersuchung über die Anzahl der Classen der aus 
.“" Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen und der idealen Fac- 
toren derselben wird sich genau an meine früher über diese Art der com- 
plexen Zahlen veröffentlichten Arbeiten anschlielsen. namentlich an die Ab- 
handlung No. 16. im Säten Bande dieses Journals, in welcher ich die idealen 
complexen Zahlen zuerst eingeführt und genau definirt. auch den Begriff der 
Äquivalenz für dieselben bestimmt. sie hiernach in Classen getheilt und be- 
wiesen habe, dafs für jede Primzahl 4 nur eine endliche bestimmte Anzahl 
nicht äquivalenter Classen existirt. Die genaue Bestimmung dieser Classen- 
Anzahl aber habe ich daselbst nicht versucht, weil mir bekannt war, dafs 
Fejeune-Dirichlet diese Arbeit, wenn gleich nicht für die idealen complexen 
Zahlen. so doch für eine bestimmte Art von homogenen Formen A— 1" Grades 
mit 4—1 unbestimmten Zahlen. welche (nur in der Anschauungsweise von 
diesen verschieden) wesentlich mit ihnen übereinstimmen, schon seit einiger 
Zeit ausgeführt hatte. Als ich mich nun aber mit der Anwendung der Theorie 
der complexen Zahlen auf den allgemeinen Beweis des Fermat’schen Salzes. 
dafs die Gleichung «"-—- y’ = x’, wenn n > 2, durch ganze Zahlen nicht aufzu- 
lösen ist, beschäftigte, war mir die Bestimmung dieser Anzahl der Classen nicht 
äquivalenter idealer complexer Zahlen dazu unentbehrlich und ich entschlofs 
mich, die Arbeit, welche bei Zugrundelegung der von Dirichlet für die Be- 
stimmung der zu einer gegebenen Determinante gehörenden Classen nicht 
äquivalenter quadratischer Formen gefundenen Prineipien, auf dem Standpuncte. 
zu welchem ich die Theorie der complexen idealen Zahlen in der Abhandlung 
No. 16. 35ten Bandes dieses Journals bereits gebracht hatte, keine prineipiellen 
Schwierigkeiten mehr bot, selbst auszuführen. Das Resultat, insoweit ich es 


” . 


zur Ergründung des oben angegebenen Fermat'schen Satzes brauchte, habe ich 
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in den Monalsberichten der Berliner Akademie vom September 1847 veröllent- 
licht. aber erst jetzt, nachdem ich von Derzchlet, dem die Priorität hier zuge- 
hört. selbst aufgelordert worden bin, will ich in der gegenwärligen Abhand- 
ung auch die Methode auseinandersetzen, welche mich zu diesem Resultate 
geführt hat. Hierauf werde ich sodann in einer zweiten Abhandlung, als wei- 
iere Vorarbeit für meinen Beweis jenes Fermat'schen Satzes, die besondere 
Untersuchung über die Theilbarkeit dieser Classenzahl durch 4 und über ge- 
wisse complexe Einheiten, welche ich in den Monatsberichten der Berliner 
\kademie vom September 1547 kurz entwickelt habe, in etwas veränderter 
Fassung reprodueiren, und endlich, eben so in einer dritten Abhandlung, den 
auf diese sich slülzenden Beweis des Flermai’schen Satzes, dessen Grundzüge 
ich zuerst in einem Briefe an Lejeune-Dirichlet mitgelheilt habe, welcher in 
dem Aprilhefte der Monatsberichte der Berliner Akademie des Jahres 1547 


aboedruckt ist 


Es bezeichne 4, eine für den Modul 4 zum Exponenten d, einem Di- 
visor von 4—1, gehörende Primzahl; welche also der Bedingung genügt, dafs 
y I mod. 4, dafs aber keine niedrigere Potenz von-g, als die d'“ der Ein- 
heit congruent sei, für den Modul 4. Die Primzahl y, hat unter dieser Vor- 

nal ki. we aaa 
ausselzunge allemal „enau d complexe Primfactoren, welche wirklich. 
dd E 
oder ideal sein können: wie es in der Abhandlune No. 16. 3dten Bandes dieses 


. ° . . ! . u - 4 
Journals gezeigt worden ist. Eben so sei 4, eine für den Modul 4 zum Ex- 


_ 


h At u 
ponenten «d gehörende Primzahl, welche darum — 0’ (ideale) complexe 
i ( 
Primfaecltoren enthält, u. s. w. Es stelie ferner Fe), wo @* =1 ist, irgend 


eine beliebige ideale oder wirkliche complexe Zahl vor, so hat die Norm der- 


selben NF'\«) stets die Form 4".9”7°.47 4 ..., in welcher 9, g', 4";... 
d, d, d’,... die angegebenen Bedeutungen haben und rn, m, m, m”, 


beliebige. nicht negalive ganze Zahlen sind. 


Es sei nun 








er Be Bm 


— (NF(e))’ 
wo das Summenzeichen I sich auf alle verschredene complexe, ideale und 
wirkliche Zahlen #«) bezieht, und wo als verschieden diejenigen gelten. 


RI 


welche verschiedene Primfactoren enthalten, nicht aber diejenigen, welche, 
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dieselben idealen Primfactoren enthaltend, nur mit verschiedenen complexen 
Einheiten multiplieirt sind. Die unbestimmte Zahl s wird gröfser als Eins 
angenommen und später der Grenzwerth der Reihe # für s = I untersucht 


werden. Alle einzelnen Glieder der Reihe # sind nun von der Form 





° N 
2. lien 
wi mi ‚m’d‘ umt'de a 
(4 ee 47 Yan 


und es ist zunächst die Frage zu erörtern: wievielmal ein bestimmtes solches 
Glied in der Reihe R vorkomme,. d. i.. wieviele verschiedene ideale oder 
wirkliche complexe Zahlen F'(@) es gebe, deren Norm gleich 4.4”. 

ist. Dies oeschieht sehr einfach auf folgende Weise. Erstens: da die Norm 
den Factor 4”“ enthält. so mufs die complexe Zahl Fe) von den Öd idealen 
Facloren des g, genau = enthalten, welche entweder verschieden, oder zum 
Theil, oder alle gleich sein können. Von vorhandenen Öd Elementen lassen 
sich aber »n, wenn Wiederholungen gestattet sind, auf 


d(ö-+1)(ö-+2)...(ö+- m —1) 








m m 
verschiedene Arten nehmen. Auf eben so viele verschiedene Arten kann 
also der Factor der Norm g"“ entstehen. Eben so ergiebt sich, dafs der Factor 
der Norm 47” auf 
(1)... (+ m —1) 


! 








verschiedene Arten entstehen kann u. s. f. Der besondere Factor der Norm 4 
aber kann nur auf eine einzige Weise entstehen. nämlich, wenn #{«) von den 
complexen Primfactoren des i, welche alle einander gleich sind und durch 
1— « dargestelll werden, genau n enthält. Hieraus folgt, wenn 

u NE u ze See 
ist. dals es genau 


d+1)... (d+m—I) HI)... Hm— 1), (Hl)... (m) 








1.2... m .... 2... 


2 


verschiedene complexe Zahlen #'\«) giebt, welche diese bestimmte Norm haben. 


7 


Es läfst sich also die Reihe R jetzt in folgende Form setzen: 
s(ö+1)...(ö+m—1) +1)... (Hm) 








. 1. .: 1.2... 
4. R u du 1) ns m ds Im’d's = .. 
Br ru ee 
wo das Summenzeichen sich auf alle verschiedenen Primzahlen 4, 4, ..... 
13 * 
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mit deren jeder auch d und d, d’ und Ö’ u. s. w. gegeben ist, und auf alle 
nicht negativen ganzzahligen Werthe von n, m, m’ u. s. w. bezieht. Dieser 
Reihe sieht man auf den ersten Blick an, dafs sie das Product folgender Bi- 


nomialreihen ist: 








1 | 1 
L- 2. 
/ A“° u 
Ö | d(d+ 1) 1 
er ds. u Vo 2ds 
Tu ®, 
ae Da Ba A le VE. 
| | q og 1 , 2 era | 
ee u mM 


Summirt man diese einzelnen Binomialreihen, so erhält man & folgendermafsen 


in Form eines Products dargestellt: 





. \ 
5. R Fr ee 


hass 1- 
A” 





1 ' Ta 
wo das erste Produetzeichen sich auf alle verschiedenen Primzahlen 4, be- 
zieht, welche zum Exponenten d gehören, für den Modul A; das zweite auf 
alle zum Exponenten d’ gehörenden Primzahlen g', u. s. f., und wo genau so 
viele besondere Producte vorkommen, als 4—1 verschiedene Divisoren hat, 
nämlich d, d’, u.s. w. Es sei nun ? eine primitive Wurzel der Gleichung 
”"— 1 und r irgend eine Zahl, welche mit 4—1 den gröfsten gemein- 
schaftlichen Theiler Öd hat, so ist: 


(4 (-Q-)-2).-(- 2) 
Ta ’F 1 1; q, 





also 





la Ya 

Ich gebe nun dem r den Werth Ind. q, (mod. 4), da Ind. (y,) und 4—1 
den gröfsten gemeinschaftlichen Factor d’ haben; wie es sein soll. Dafs dies wirk- 
lich der Fall ist, wird kurz so gezeigt: Selzt man g, == g', mod. A, wo I 
eine primitive Wurzel von A bedeutet, so ist d.% durch 4—1 theilbar; aber 
kein niedrigeres Vielfache von 2, als das dfache, ist durch —1 theilbar, und 


da a—1==d.od ist, so haben A == Ind. y, und »—1 den gemeinschaftlichen 














P. 
6. Kummer, uber die aus den Wurzeln yl gebildeten complexen Zahlen. 9 


Factor 0; aber keinen gröfseren. Werden nun der in Gleichung (6.) gefundene 
Ausdruck, in welchem r — Ind. y,, mod. %, ist, und eben so die entsprechen- 
den Ausdrücke für die andern Producte in der Gleichung (5.) substituirt. so 


nimmt dieselbe, wie leicht zu sehen ist, folgende einfache Gestalt an: 


=! 


——i 7 
R = IH — a: 
ee 
1.” TR 
wo die Primzahlen g nicht weiter nach den Exponenten zu unterscheiden sind, 
zu denen sie gehören, für den Modul A, und das zweite Productzeichen // 
sich auf alle Primzahlen y ohne Unterschied bezieht, mit alleiniger Ausnahme 
der Primzahl 7; denn alle zu den einzelnen Exponenten d, d’, d” u. s. w. 
> ir r 3 > 1 q« B} ‚ " a r an 11 r 6 1} } ‘ }} 
gehörenden Primzahlen 4,, 9,, g',, U. Ss. w. machen zusammengenommen alle 


Primzahlen aufser 4 aus. Macht man jetzt von der Reihen - Entwicklung 


l ß* rg Ar PO Frida Ind.g 


Aklnd. . TR Tu ge 





Gebrauch und stellt sich alle die unendlich vielen, den verschiedenen Werthen 
des y entsprechenden, in dieser Form enthaltenen Reihen mit einander mul- 
tiplicirt vor, wobei man von den bekannten Formeln Ind. —+ Ind.y' = Ind. gg", 
mod. A—1, und n.Ind.y = Ind.g”, mod.4—1. Gebrauch macht. so übersieht 


man sehr leicht. dafs 


l ak Ind. n 


II = ZI 


AKınd.q Rr 


7R 











ist; wo das Summenzeichen > sich auf alle ganzzahligen positiven Werthe 





des n bezieht: mit Ausschlufs der durch A theilbaren. Demnach hat man 








une Alnd,n 9 Ind. n Ui—2) Ind. 
S R—- -_i_s1.rf ‚„P nf . | 
| n° n n‘ n‘ 
A’ 


Läfst man nun das s abnehmend sich der Grenze Eins unendlich nähern. so 
erhält man bekanntlich 
1 1—1 


s-)2- — ——, fürs=1. 
e 4 


und die übrigen in dem Ausdrucke (8.) enthaltenen unendlichen Reihen sind 








. 
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bekanntlich für s—= 1 convergent und haben endliche bestimmte Werthe. Des- 


halb wird 


P a /[ =. 5 Bo 
J Rh a ——.>- _. . für s—1. 
NM N n 








Die einzelnen unendlichen Reihen, welche als Factoren dieses Pro- 
duels auftreten, lassen sich durch endliche Ausdrücke summiren, und da diese 
Summen. welche wesentlich verschieden sind, je nachdem A ungerade oder 
oerade ist. von Derichlet in der Abhandlung über die arithmetische Reihe ge- 
funden worden sind. so beschränken wir uns bier darauf, nur die Resultate 


mitzutheilen. welche wir in folgende Form selzen: 


A —1)h zy—l ) 1 7242 2 ) 
44 2 J] JUrr—l) MA—2)(?r—1) 
x a aa HTTEIT I" Hr... tm ). 
Wo Yı= Is Su» =: u (die kleinsten positiven Reste bezeichnen, welche 


die Potenzen einer primitiven Wurzel 4, 9, 9°, .... 9°” geben, für den 


Modul 1, und wo (3””',«) den in der Kreistheilung bekannten Ausdruck 


3 








yr-ı ct) a ? 1 el a "2: "ERRB [ gU-Der—1) , 6‘ , 
bezeichnel Ferner 

en Melt.) HBrL el) +... +BRD Lea) 

re 7 (1 — P°")(P”, e) u 
wo e(c) eine bestimmte complexe Einheit bezeichnet, nämlich 

(1— as) 1 —«”%) 
en Eee 
und 
P,a) = a+P”.a +". +....+p4 u a 


Substituirt man nun diese Summen in dem Ausdrucke (9.) der Reihe &, 
wobei man der Kürze wegen das Product 


5, A l 
/RR EN 9 ne 96 > ae RE © ER en E — _ 
l 
und das Product 
2 / > B od 1-31. 
IT,(le(a)-+ BP” .le(o&)-+.... 44H” le(o8)) = Q 
l 


setzt und bemerkt, dafs (P’,e)(P",a)—= +4, (-,ce)=+y+t4 und 


/\ 


1 — 5°) | — 5°) a (1— IU9) Lo (A —1), 


J 
so hat man 
Id—1) yid—) pP 


10 R— = .. fr sel 





G—1).4? 
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Das Product @ läfst noch eine Vereinfachung zu. Nennt man nämlich P die 


‘ 


. Y ) a og 
Determinante des Systems folgender ke = (rröfsen: 


leia). le(o®). 43% le af : 
le(oX). le(or ), ar UT 
+ .oui-5) u BT BR 
le(ae’"), lee"), .... lelos }; 
so zeiet sich sehr leicht, dafs GO — 1(4—1).2 ist. dafs also R für > | 


auch so dargestellt werden kann: 


men gid9,pD _ 
1 1. R = rt Be +. für —= l. 


/ 








Wir wenden uns jetzt zu dem zweiten Theile unserer Untersuchung. 
nämlich zu der Summation derselben Reihe # nach einem andern Prineipe. 


Stellt man sich in der Reihe 


Me Aa, 
(NF'(e))’ 

wo F'(«) alle idealen und wirklichen complexen Zahlen umfafst, diese alle in 
die nicht äquivalenten Classen abgetheilt vor, so dafs die erste Classe, welche alle 
wirklichen complexen Zahlen enthält, durch f{«). die zweite durch fi(«). die 
dritte durch f,(«@) u. s. w. bezeichnet wird, so hal man. wenn die Anzahl aller 
nicht äquivalenten Classen, mit deren Auffindune sich diese ganze Abhandlune 
beschäftiot. durch #7 bezeichnet wird: 

s—1 $ 1 R) | 


Mi Me 
(N f(e)) (N f, (@))’ (A fn-ı(e))‘ 





Ks ist nun für jede einzelne dieser Summen die Grenze zu suchen. welche 
sie für s= 1 erreicht. Dieser Grenzwerth wird aber, wie wir später be- 
weisen werden, für alle verschiedene Classen, d.h. für alle diese verschie- 
denen Summen, genau derselbe, und soll darum nur für die erste Summe, 
welche die erste Glasse der complexen Zahlen, also alle wirklichen com- 
plexen Zahlen umfalst, hier vollständig bestimmt werden. 

Alle wirklichen complexen Zahlen sind in der Form 


19. fe) = 7a 2,0° 7.270,0° 4.2. Han 
enthalten, in welcher &, 1, A, .... 7. beliebige oanze Zahlen sind. Da 


aber, vermöge der Einheiten, mit welchen sie multiplieirt vorkommen, jede 


derselben auf unendlich viele verschiedene Arten durch diese Form dargestellt 
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wird. so suchen wir zunächst die Bedingungen. welchen x. &,..... 2%. 
unterworfen werden müssen. damit jede complexe Zahl nur ein einzigesmal 
durch diese Form dargestellt werde. Zu diesem Zwecke gebrauchen wir ein 
System von Fundamental-Einheiten, durch deren Potenz-Erhebung und Multi- 
plicalion mil einander. wenn noch die einfache Einheit +«” als Factor hinzu- 
sefügt wird, alle complexen Einheiten erzeugt werden. Diejenigen unserer 
seehrten Leser. welche mit der Theorie der complexen Einheiten noch nich! 
vertraut sein sollten. bilten wir, hierüber einen Aufsatz von Dirichlet in den 
Wonals- Berichten der Berliner Akademie. vom März des Jahres 1846, nach- 


zusehen. Es sei &,10@,. &(@). .... &,_,(@) ein solches System von Funda- 


u—il\ 
mental-Einheiten. und es sei hier, wie auch in dem Folgenden, u ein abge- 
kürztes Zeichen für 3 2—1). so umfalst die Form 


. ‚m ‚m m lu-ı ad Ze a 
14. +0 .8(0 ‚&, (0 0 .Y(a) = f(e) 


' er 
alle möglichen Darstellungen einer und derselben complexen Zahl f(e), wenn 
den Potenz-Exponenten zu. z,. 3. .... m,_, alle möglichen ganzzahligen 
Werthe gegeben werden. Wir abstrahiren jetzt von dem Factor +«”, welcher 
für sich bewirkt. dafs jede complexe Zahl auf 24 verschiedene Arten dar- 
oestellt wird. und bemerken, dafs &, @). & @)..... &,_,(e) lauter reale Gröfsen 
sind. welche auch immer positiv angenommen werden können und sollen: f(« 
aber und g{e) können imaginair sein. Wenn nun nur die realen Theile dieser 
complexen Zahlen in Betracht gezogen werden, welche gleich y(fke)fi«”')) 
und y(g(e)g(e”')) sind. so giebt die Gleichung (14.), nachdem von dem 
Factor +«” abstrahirt worden. wenn auf beiden Seiten die natürlichen Lo- 
oarithmen genommen werden: 


ml (a) + mla(a) + ....+ m 


le,_,(0)+ 4 lrgagya') = ylırfafa”), 


u—] 
wo r eine ganz beliebige Gröfse ist, die wir hier hinzugefügt haben, um sie 


u-2 


.. » . 14 * [#) o?2 Oj 
später zweckmälsig zu benutzen. Verwandelt man noch «& in @*, @® , .... 0S 


so erhält man folgendes System von Gleichungen: 


m,le, G + m,le,(0 ce -m _‚le,_,(0) 4 14 rgage”') 
— 4Krfafo), 
m,Te, 0 ! m,le, u> ee m,_ıle, ‚(o®) Urgaige) 
19. \ se U rfeefa”?). 
„u-2 { oUu-2 ET a u 
ml (8 )-mle(les"”)-....+m,_ıle,_(e® )--4lrga: gar: ) 


Ur fe" "fars). 
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Die Auflösung dieser Gleichungen, in welchen m,, m, .... m,_, als Unbe- 
kannte angesehen werden sollen, möge ergeben: 


a\ 


2 . j pP R u 2 u—2 
AlKr fefer') + Alirfas farr)+....+As A r fax“ fa-s“*) 











BE: Men u ya / 
alı, 1 2 . a ul ( =B-2 u-2\ 
A,l(rge pa” ) 4 A,l(rgas pa=s)-+....+ Ak l ya» yaT» J 
24 ’ 
für k—=1.2,3,.... «—1. Unterwirft man jetzt die Gröfsen f«.fa”', 


. en » „U-% — oU-% . . . P) .tp » 
fe .fa”, .... fe .f@*, oder die in ihnen enthaltenen Coöfficienten 


I. Is .... 232 den u—1 Bedingungen, dafs die Ausdrücke 


A, Krfefe')+ A, Krferfe®)+...+ Ak Urfas""fa-e" ri 
EEE 3,1 — ice 








7. 


für Ak—=1,2,3,... «—1 alle in den Grenzen O und 1 liegen sollen, so 
giebt es, wie leicht zu sehen, für jede gegebene complexe Zahl y(«) nur ein 
einziges System von ganzzahligen Werthen der m,, ms, ... m, ,, Welche 
diesen Bedingungen und zugleich den in (16.) enthaltenen Gleichungen genügen: 
also die Einheit, mit welcher eine complexe Zahl behaftet ist, wenn sie diesen 
ı« —1 Bedingungen genügen soll, ist, mit alleiniger Ausnahme des Factors +«”, 
vollständig bestimmt, und da dieser für sich genau 24 verschiedene Werthe 
hat, so schliefsen wir, wenn die Bedingungen, dafs &,, 2. ... %,_, alle in 
den Grenzen O und 1 liegen, erfüllt sind, dafs jede gegebene complexe Zahl 


“e) genau 24 verschiedene Darstellungen durch die Form 
= = 


- pr N of 
fe) — TO 7,0 ... 7%,20° 


zuläfst. Kehrt man nun das System von Gleichungen, welches in der Form (17.) 
enthalten ist, wieder um, so lassen sich die «—1 Bedingungen auch so dar- 


stellen: 
(la(a)aı + lad). +...-+ le, (@a)2,M = Ilrfaefe”') 
18 le (e&)2, + la(a8)2, le,_,()2,MN = L(rforfo”) 


I ori Ile, (a) 2,- ... ten (a) z,_, =— ırfae” fe u 
und wenn man den Gröfsen x. &,, ... 2;_, in der complexen Zahl f(«) 
— ra+r0+...+ 2,02” alle ganzzahligen Werthe von —» bis -+& 
giebt, welche mit diesen Bedingungen verträglich sind, so erhält man alle 
verschiedenen wirklichen complexen Zahlen. jede genau 24 mal. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 2. 14 
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Der Grenzwerth der Summe 
z II wit, 
(Nfa) 
ist nın nach den Prineipien, welche Derichlet in seiner berühmten Abhandlung 
über die arithmetische Reihe entwickelt hat, gleich der Anzahl der Glieder 
dieser Reihe. für welche Nf(«) T ist, dividirt durch T, fr T— x. 
Die Anzahl aller Glieder, welche A(«)<T geben, ist aber gleich dem 
2iten Theile der Anzahl aller Werth-Systeme der ©, #1, .... 2,_,, für 
welche die obigen «—1 Bedingungen gelten, verbunden mit der Bedin- 


sung Af(o T. Wird jetzt statt der Gröfsen ©, 2. ... 2,_, überall 
N a 2x 0 («) Re N («) u 
nn 7 a u 5 vesetzi,. so geht f(«) in in und Af(e) in E - über: 


und macht man in den «—1 Bedingungsgleichungen bei (18.) r —=f", so 


werden dieselben bei dieser Veränderung: 


[ le (0), ll) +... Leu. (2)2, = ıl(fafo”') 
le, 0) x; | li 08) To ui un \ le ,-ı (0?) ,— ee Life fo?) 


is 
| 


/ u—2\ [ oU-2N\N ou-2 oU-2 BY wen.) 
lee, Ja Hlele )n-4 ... +ie, ‚(a3 u — 44 fa" fa"); 





WO Zıs Tas >. 2%, Sämmtlich in den Grenzen O und 1 liegende Gröfsen 

sind. Die neuen Gröfsen z. X. ... X&;_,. haben aber nun nicht mehr alle 

eanzzahlioen Werthe, sondern alle um die Differenz # abnehmenden oder zu- 

nehmenden Werthe von —w bis --», welche mit diesen Bedingungen bei | 
2 | 

(19.) verträglich sind. Setzt man nun T — 77, 50 wird die obige Be- 

dingeung N(e)<T, für die neuen Werthe der x, &,,... 2;_, zu Nf(«e)<1. 


Endlich wird £ unendlich klein genommen, wodurch 7’ unendlich grofs wird. 
und die Gröfsen x. &,. . X, » zu continuirlich veränderlichen Gröfsen 


werden. Die Anzahl der Werthe, welche x annehmen kann, wird gleich 


If i A . 5 
F far; eben so die Anzahl der Werthe, welche x, annimmt, gleich — fanı. 


u. s. w.; wo die Integrale in den Grenzen zu nehmen sind, welche die obigen 
Bedingungen angeben. Die Anzahl aller Werthsysteme wird also 


| ,—1) 
af dx dx, ... da,_. 


i | ae 
und dieselbe durch 7’ == —— dividirt, giebt 


4-1 


ST" ardz, 5 Me 
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Dieses A—1fache Integral, dividirt durch 24, drückt also, nach den oben an- 
— 


= . u ...0 s ’ . s Mn) u 
oeführten Principien von Dırrichlet, die Summe der Reihe 3 \ Fa) aus. für 
(- ar 
s—]1. oder es ist: 

Ti = AL. | ] f 

r ” er Ur u _ r. ( Mb ( L .oo. { . E ww‘ ü r 5 —— ni 

ew (Nfa)‘ >77 vo. 


wo fe) alle verschiedenen werklichen complexen Zahlen umfafst und das 


,—1fache Integral in Beziehung auf seine —1 Variabeln in denjenigen 


zwischen — o und -—- x liegenden Grenzen zu nehmen ist. welche den Be- 
dingungen (19.) und aufserdem der Bedingung Nf(a) <_ 1 genügen. 


Um dieses Integral zu finden, führe ich statt der 4—1 Variabeln .«. 
Lie »:. %;_,» die neuen Variabeln z, 4. %. ... %_, ein. welche ich durch 
folgende Gleichungen bestlimme: 
fo) = u ut f(e”') u —ul! 


i 


2 In = nt Mn 


nz 


| Klare — u,-1+%,-3 f(e="”) — 1, ,41— Mt, 


wo der Kürze wegen y—1 durch 2 bezeichnet ist. Hiernach ist allgemein 


[> 











f ok\ ( n u.‘ 
8 IT a J “ ‘ 
Ur een I - nt a für k — () u) | ° 2 bn) u eh u Er : ® 
N » ' 
or) (a3) . | ‘ 
U, i / _ ut für k BZ u ’ u u 1. wu Zu PRSSE 1. 
D47/ | 
P FR + I sc i 7 
ou __ «ET +a für k = 0,1, 2 l 
A a 5) ’ ur mer: ’ ’ ’ ll 9 
OXh ws 
. (+7 ok-+h 
Oltk BR . —(ı 25 Yo } ‘ 
_ nn — ne für k — U, u 1 1, ... Qu 1. 








COX 21 
Die Transformation des 4—Ifachen Integrals, bei welcher die Variabeln x, 


Ti» ».. 2, , in die neuen Variabeln u, %,. %. ... %, verwandelt werden 


2 u—1 


sollen. wird nun bekanntlich durch die Functional - Determinante 


nn 2 - B 
99 N+ cu ou Om, om. 


” — tr .e..»* — 


0x or OL, ON 








1 
bestimmt, deren Bildung darum zunächst auszuführen ist. Zu diesem Zwecke 
bilde ich den Ausdruck 


} Olty a Oi ; ar OÖ | Gh Our 
u DL 
k N, ; ON, GC 2.2 





. e mn h - . 
und suche die Determinante der Gröfsen c;, nämlich 


Eriie... u 


> 


14 * 
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welche, nach einem bekannten Satze über Determinanten, gleich ist dem Pro- 
“ . . .p Pur . . 
ducte der gesuchten Functional-Determinante der Gröfsen —— in die Deter- 
OL 
minante der Gröfsen 5. Diese letztere Determinante ist aber bekanntlich gleich 
dem Producte aller Differenzen je zweier der Gröfsen 1, 9, °, ... P*"!, dessen 
Werth nach der Formel 


I-Nda- Ald-, 


23 En, A. 
j BP’)... (1— Pf’ ij — uf 


gleich (4 —1)“ gefunden wird. Man hat daher 
ou ou, Ol; 


ee Zude.. eah yi 
i—2 N 2 — or or Or;_> 
i A? 





Setzt man nun, um ec, zu finden, in dem Ausdrucke (23.) für die par- 











m ’ our Ok ’ . ‚ 
tiellen Differentialquotienten —. ——, u. Ss. w. ihre Werthe, so erhält man 
+ 2 | 
1 
N u r „ki N en u 1 ‚ er Ber 
J ur 1 u > A]; 1 00= "ma 9 ) ! (I—2) A &> es & > 
ze u Ye Zi 2 : u = 2 —), 
wenn k = 0, 1,2, ... «u—1; dagegen 
u u” h  „k+l =) u Be 2 ı\ 
] K> — u ® 7] ü> m 2 } VIA ü® —on 08 
2: Li 21 4 2 
wenn k : U, U 75 Fe 2u —1 ist: 


und diese Werthe lassen sich wieder durch Anwendung des bekannten Aus- 


drucks der Kreistheilung 


(B, c) 2 a - Ba2 Pos Es L- BA=2 a8” 
in folgender Form darstellen: 
De (Ah ag" 
( .„ wenn k = 0,1, 2, ... u—1 und 
et (Sh ae") 
J I, 8 = Ms 2) e Pr 
ee — — ——, wenn k = u, u-1, .... 2u—1; 
und da 
f N zn = / ] = k\ : zn, ww h ö 
EEE, 


ist. so nehmen diese Ausdrücke folgende einfache Gestalt an: 


h 1+( 1)’ hlı / Ah .. 
(ei ( nn ui U 2 @). für & = ®, 1, 2, a u—1. 





2 ’ ’ 
> I } 
Su. { 1 Bi [Y} AR ia " 2 | 
le; (- —— IB iD", @), für k = U, u +1, u 2u—1. 
[47 


. « 2 h . . . . 1. “ » . 
Die Gröfsen ce; haben, wie man hieraus sieht, die Eigenschaft, dafs sie gleich 


Null werden: erstens wenn 4 ungerade ist und % einen der Werthe O, 1, 
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2, ... w«—1 hat; zweitens wenn A gerade ist und k einen der Werthe u, 


u-+1,... 20 —1 hat. Vermöge dieser beiden Eigenschaften zerfällt die De- 


terminante der Gröfsen e in ein Product zweier Determinanten und man hat 


2 ) E 2 / 2 x » 2 ‚4 2 | r 1) a3 1) - 
26. z +06 2 ar Wi ee, En + 666 2 er. +66, nl „ .. 


dA 


Diese beideA Determinanten lassen sich nun miltels der gefundenen Aus- 


drücke der Gröfsen e) sehr leicht finden. Aus den Gleichungen (25.) folgt 
nämlich 

Ba ET, a), wenn k = 0, 1,2, ... u—1. 

et — IHTOHHDE GA, o), wenn k = u, u-1,.... 2u—1, 
und da (3°, «@) und —:(?”*", «) den untern Index % nicht enthalten. so 

I ) / \ ) 
haben alle Glieder der ersten dieser beiden Determinanten den gemeinschaft- 
lichen Factor (1, «) (3°, «)(P*, @).... (A, @), und der andere Factor ist 
er + eg 3 / \ ’ 79 
Ak 


die Determinante der Gröfsen 97"; eben so haben alle Glieder der zweiten 


IA 


dieser Determinanten den gemeinschaftlichen Factor (P, &), (P, @) ... (#", @).?", 


) 


und als der andere Factor bleibt die Determinante der Gröfsen A", Die 


° . u —ıhl si, k . . “ 
beiden Determinanten der Gröfsen $="" und P7#""”‘, deren eine gleich dem 
Producte der Differenzen je zweier der Gröfsen 1, 5, 9°, ... a», die 


andere gleich dem Producie je zweier der Gröflsen 5", P”, BP”, ... pP" 


’ ’ 


ist, sind, wie leicht zu zeigen, einander gleich, und zwar ist jede gleich u“; 
also hat man 


he NPZPR u a auf „\/A2 „u\f AM { Ak—3 
27606 .0.0. 5-1 —— u (1, G PP, &%)\P „0 \// „e&). 
\//2 f Al? f 


Z+e,6,41C, 2 ++ * 2, = w(ß, @)\P 5%) 
mithin vermöge der Gleichung (26.), 
u „ı) a 2 do? Ze L \ f MM N 22 A um y 
zZ +0a1% ... 9, = u*(l,a)(P,a)(P,e) ... (PT, a). 
und da 
e® a) = — M eg 0) ar, 0.) u +4, (P*, CL) : (1. E) = +7 +A 


ist, so ergiebt sich, je zwei solcher Factoren zusammenfassend: 


— Wu yta®, 


Ztaae... ec, 
Das Vorzeichen unter der Wurzel y+ ist bekanntlich so zu nehmen, dafs 
es + ist, wenn A von der Form A4n--1, also 3(A—1) = u eine grade Zahl 
ist, aber —, wenn 4 von der Form 4n--3, also 4(A—1)==u eine un- 
serade Zahl ist. Im ersteren Falle wird 2*—= +1, im zweiten Falle  — +;, 


also ist 


Zr ld. A ie; 


h= 
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mithin endlich, vermöge Gleichung (24.),. weil 4 —1 = Qu ist: 


" ‘ [, en ı 
 , 0u Ou, Om, om. Au: 
at... =: 

GE ON, O8 








- nn . 
‘ 
OXI—2 Qu 


Hiernach verwandelt sich das 4 —1fache Integral der Gleichung (20.), dessen 
Variabeln x, &,. ... x; sind. durch Division mit dieser Functional -De- 


terminante in ein anderes, dessen Variabeln @, %, %, ... %_, sind. und 


man erhält 


27 2. = _ / "du du, du, + MA FR Fi). 
(Nf(e)) Aut3, 2 
Ich unterwerfe nun dieses Inteeral wieder einer neuen Transformation, 
indem ich statt der Variabeln w, %,, %,... %,_, die neuen ®, %,, %ı, .. . %,_ı: 
ee. Wa Won... %, , einführe, welche mittels der Gleichungen 
u, — etcosw.,. U.. = e*sinw, 


bestimmt sind. wo A die Werthe 0, 1. 2, ... «—1, hat. Es läfst sich hier 


die Functional-Determinante, welche die partiellen Differentialquotienten der 


Variabeln v, w,. %. ... %_, in Beziehung auf die neu einzuführenden Va- 
riabeln v. ©. ... ©, _1,, @, 2... %@,_, genommen enthält, leichter finden, 


als die umgekehrte, weshalb wir diese zur Transformation des Integrals be- 
nutzen wollen. Mittels der Ausdrücke 


our OUk+u 


- erkcosw,..  — — +eksinw;. 
fi UX OUk 
ou er Ol, 
_ — e*sSInı,. — — + e'kc0sw;, 
owr OWk | | 


welche für alle Werthe A=0, 1,2,... u—1 gelten, und da allgemein 
our . ot . n u 

——. so wie „ mit Ansnahme der beiden Fälle A=%A und h-u=hk, 
oU7 oO) | 

oleich Null sind, kann man, nach bekannten Sätzen, den Werth dieser Funclional- 
Determinante leicht finden, weshalb wir uns mit der Herleitung derselben nicht 
aufhalten. sondern nur das Resultat geben, welches 

“ou Olu Musi Man P ’ Pa 


( o_ 
S+-— a mn a Er ...e sl. 
( 


— or Or, ow 0ow, Ow.— 


Wird nun mittels dieser Functional-Determinante das Integral der Gleichung (27.) 


transformirt. so erhält man 

9—] gu LO) | | " 

Var  — / ei ei ,„.e ATdodv,... dv, _‚dwdw,...dw,_ı, 
a) pi « 


für s — 1. Die einschränkenden Bedingungen, welche die Grenzen der 


IS Ti 


L 
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Integrationen für die ursprünglichen Variabeln x, &,. &;, .. . X;_, bestimmen. 


nämlich die in den Gleichungen (19.) enthaltenen, verbunden mit der Bedin- 


gung N/f(e) <1, werden nun, weil allgemein f(e®). fe) —e"* ist, füı 
die neuen Variabeln folgendermafsen dargestellt: 
le (o)2, + lale)> + ...+ Tele) 2%,-: : 9 
29 ce 0) 2; 4 l&, (a8 3, | | le, (0), = dv 


le(02"”) 2, - (ee), + ... +, (a) 2 v 


1 U} 9 
WO 21. 23% ©. 3, beliebige, zwischen O und 1 liegende Gröfsen sind und 


'E} 


ut DE ce ee © 





Diese Bedingungen enthalten die Grölsen w, w,,. ©. ... w@, , gar nicht. 
und da 
Muh 
U. tanewı; = — 
I ae Ih 


ist und dieser Bruch wegen der Werthe der x, x,. ... %;_,, Welche nur. 
« Bedingungsgleichungen unterworfen, von —x bis -- oo variiren können. 
selbst von — w bis + o varlirt, und nach den Ausdrücken von %, und «; 

welche ebenfalls sowohl positiv als negativ sein können, auch sinze, und cos, 
sowohl positive als negalive Werthe annehmen müssen: so folgt, dafs ww, in 
den Grenzen — 4 bis 37 zu nehmen ist. Führt man nun alle Integra- 
tionen in Beziehung auf die Variabeln w. w,, ... w,_, in diesen Grenzen 


aus. so erhält man 








’ ——1 Drum zu (u) » 
3. Zu = OR NIE IE 2 a Mn 
(Nfa)‘ Lk m [9 


Ich führe nun zunächst weiter die Integration in Bezug auf die be- 


stimmte Variable v,_, aus. Da fe ‚dp „te *" ist, und da e®.e: ...e * 





in den Grenzen O und 1 liegen mufs, also ®,_, in den Grenzen e " —U 
bs e —e”.e” ,„.. e 4° zu nehmen ist. so wird 
L ee D2u—?2, gu ’(u—1) 
32. Io al dode, :-. dO,.- 
(Nfe)‘ zuti . p—2 
Endlich werden noch statt der Variabeln v. ®,, ... v®,_, die Va- 


Ui 
riabeln &. %, - ». *,ı eingeführt, welche durch die Gleichungen (29.) 
bestimmt und für welche alle Integrationen in den Grenzen O0 und 1 aus- 
zuführen sind. Hierzu braucht man die Determinante dieses Systems lineärer 


Gleichungen (29.), welche ich durch 4 bezeichne, durch deren Anwendung 
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man sogleich 


S- 1 92u—2 nud (u—1) 
m m Be .. 2, 
\fe«) Ar r2 « . 


x; 

(i 
erhält: und da alle Integrationen in Bezug auf 2,. 2, ... %,ı In den Grenzen 
0 und 1 auszuführen sind, so hat dieses «—-1fache Integral selbst den 
Werth 1 und es ist 





Bi ee EEE 
(Nfe)' jur) 

Es ist nun weiter zu zeigen, dafs auch die übrigen Glieder des Aus- 
drucks (12.) alle denselben Werth haben, wie dieses erste, für s—=1: d.h. dafs 
allgemein 

i s—1 „8-1 on 
> Nhay = = y’ Me et 


ist, wo f;(e) alle idealen complexen Zahlen einer bestimmten Classe bezeichnet. 
Diese Zahlen f;(«),. da sie äquivalent sind, haben alle einen und denselben 
idealen Multiplicator ge), mit welchem multiplieirt sie zu werklichen com- 
plexen Zahlen werden, und es ist, wenn pla)fi(@) == Fi(«) gesetzt wird: 
$ A. nur ORRRERN Ny(a)Z in, Me meh 

(N fr(«))® "(N F(e))® 


wo F\(«) alle wirklichen complexen Zahlen bedeutet, welche den bestimmten 


v4. 





idealen Factor p(«) haben. Die Untersuchung des Werths der Summe 
a 81 
(NFx(a))‘ ? 


ist der obigen Untersuchung der entsprechenden Summe für die complexen 


für s—1Ü., 





Zahlen fe) vollkommen eleich; nur dafs hier noch gewisse einschränkende 
Bedingungen hinzutreten. welche die Coöfficienten der wirklichen complexen 
Zahl F,(e) erfüllen müssen, damit F#7(«) den idealen complexen Factor 
y(e) enthalte. Die Bedingung, dafs eine wirkliche complexe Zahl einen 
gegebenen idealen Factor enthalte, wird aber, wie wir in der Abhand- 
lune 16. Band 35. dieses Journals gezeigt haben, immer durch eine Anzahl 
Congruenz-Bedingungen ausgedrückt, welche die Coöfficienten der wirk- 
lichen complexen Zahl erfüllen müssen und welche durch die idealen Prim- 
factoren dieses idealen Factors vollkommen bestimmt sind. Es möge nun y(«). 
in seine idealen Primfactoren zerlegt, einen bestimmten der Primfactoren der 
zum Exponenten 4 gehörenden realen Primzahl 4, genau m mal enthalten. 


. . . Rn ’ - 
ferner einen bestimmten der Primfactoren der zum Exponenten d’ gehörenden 


Primzahl q,. genau m’ mal, u. s. w.. so wird. wie wir in der oft erwähnten 
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Abhandlung gezeigt haben, die Bedingung, dafs F,(«) den ersten dieser Prim- 
factoren mmal enthalte. genau durch d Congruenzen für den Modul y' 
ausgedrückt, welche in Beziehung auf die Coöflicienten der wirklichen com- 
plexen Zahl F,(o) = za +2, + 2.08 +... 2,_,08 * lineär sind. Eben so 
wird die Bedingung, dafs #,(«@) den andern Primfactor zn’mal enthalte, durch 
d' solche Congruenzen für den Modul y7 ausgedrückt; u. s. w. Eine ein- 
zige lineäre Congruenz unter den Gröfsen £, X,. ... X, für den Modul g" 
macht aber, dafs von allen den Werth-Systemen dieser Gröfsen, welche den 
übrigen Bedingungen genügen, nur der g”te Theil zu nehmen ist, und d solche 
Congruenz-Bedingungen zusammen machen demgemäls, dafs nur der y”“te 
Theil gelten kann. Eben so bewirken die d’ lineären Congruenzen, mod. y”“. 
dafs von den Werthsystemen der z£, &,,... 2, nur der 7, te Theil zu 
nehmen ist. u.s. w. Der Werth der Summe Z NElay ist also genau 


. ML pt . v s—1 ge 
gleich dem g”“.g'””...ten Theile der Summe F_—-—, für s—=1, wenn 
d d (N fa)‘ 
F',(«) alle wirklichen complexen Zahlen bedeutet, welche den idealen Factor 


yp(c) enthalten, und f(«) alle wirklichen complexen Zahlen ohne Ausnahme. 


Die Gleichung (34.) geht daher in 


s—1 Ng(e) s—i1 














3 3 Bug > _°— _, für s—1, 
5 r s mid Im’d' = j s ? 

(Nfı(e)) an (Nf(e)) 
über, und da vermöge der idealen Primfactoren, welche y(«) nach der Vor- 
aussetzung enthält, Ny(e) = 4"".g“ ... ist, so hat man endlich 

s—1 s—1 h 
36. 3. — I _-— ME ame; 
(Nfr(«))' (Nf(«))‘ 


was zu beweisen war. 


Da wir nun den Werth des ersten Gliedes der Gleichung (12.) ge- 
funden und bewiesen haben, dafs alle diese Glieder, deren Anzahl gleich H, 
der Anzahl aller nicht äquivalenten Classen ist, einander gleich sind, so 
haben wir folgenden zweiten Ausdruck des Werths der Reihe R, für s—1: 


BE u N 
37. R= 2, für s—1; 


[2 





und da der erste Ausdruck derselben Reihe nach der Gleichung (11.) 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 2. 15 
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Gl) 4-3) D 
7 .2 Re u 
R + — fürs =1 
a 


war. so haben wir endlich, durch Gleichsetzung beider Ausdrücke: 


a2u—2 u ie) ai 
rn HD OD, PD 
ur 2,2 
also. nach gehöriger Reduction, da u = 4(4—1) ist, für den gesuchten 


Ausdruck der Anzahl aller nichtäquivalenten Classen der aus Aten Wurzeln der 
Einheit gebildeten idealen complexen Zahlen: 
P.D 


(2A)u—1,4 








38. H — 


Der bessern Übersicht wegen wiederhole ich hier noch einmal die Be- 
deutung der einzelnen in dieser Formel vorkommenden Zeichen. Es ist 
u ı (4 —1): ferner ist 


p pMylPr)y(P) ... ph), 
wenn 
p(P) I-NP+ePFHOÜ+... +. 
Yı> Ss» 43»: 9 die kleinsten positiven Reste sind, welche die Potenzen 
94.» 9» 9. ... 9° einer primitiven Wurzel der Primzahl 4 für den Modul i 
geben, und 5 eine primitive Wurzel der Gleichung 3°" —1 ist. Ferner ist 


D die Determinante des Systems folgender Gröfsen: 


le(o). le(o2). ... le(a"”), 


J 


le(of). le(a@’). ... lelae”” X 
/ \ J/ 


le (a), tel"), ... le(e#”"*). 


Sodann ist 


‚ ee) 
e (ca . SB 
: | 1— «)(1- a1) j 
und ./ die Determinante des Systems 
l&,(o), l&,(0), A 


is(), del), ... Fe,ılar). 


/ n 


lee"), le, (a), ... Tele)» 


wo 28€). &(@)» - . » &,_ı(@) ein System von Fundamental-Einheiten sind. 
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Da eine vollständige Theorie der aus Aten Wurzeln der Einheit ge- 
bildeten complexen Zahlen zugleich mit die Theorie der aus den Perioden 
dieser Wurzeln gebildeten complexen Zahlen umfassen mufs und in vielen 
Stücken sich sogar auf diese stützt, so habe ich nicht versäumt, auch die 
Ausdrücke für die Anzahl der nichtäquivalenten Classen dieser aus Perioden 
gebildeten idealen complexen Zahlen vollständig auszuarbeiten. Die anzuwen- 
denden Prineipien, so wie die Ausführung derselben im Einzelnen, sind aber 
mit den hier entwickelten so übereinstimmend, dafs ich die Entwicklune dieser 
Ausdrücke hier übergehe und mich darauf beschränke, nur die Resultate den 


Lesern mitzutheilen. 


Ordnet man die Aten Wurzeln der Einheit «, @#, e#',... «*” nach 
den Gaufsischen Perioden, und zwar in e Perioden von je f Gliedern. wo 
e.f=4—1 ist, bildet die aus diesen Perioden zusammengeselzten complexen 
Zahlen und theilt dieselben und ihre sämmtlichen idealen Factoren in alle nicht- 
äquivalenten Classen ein. welche für dieselben bestehen und deren Anzahl 
sleich A sei: so müssen in dem Ausdrucke des H die beiden Fälle unter- 
schieden werden, wo f gerade und wo f ungerade ist, und man erhält 
dann folgende Resultate. 


irsiens, wenn f gerade ist, d. h. wenn die Perioden aus einer geraden 
Anzahl von Wurzeln der Gleichung «==1 bestehen, ist 


D 


a; _.D 
9 H=J7: 


wo D die Determinante folgender (e—1) Grölsen: 


IE(e). IE(o&), ...JdE(a), 





IE), AEW) 2... IB(e“). 
IE (02) lE(e#“*) 3 IE(as” s 
und 
/ Laer!) ... A— gF-De+t) 
E(o) - \ (1— as) 2 _ ! a —: 
(i—e) 1—o8) ... (4—o8 ) 


ist; welches eine aus den e Perioden von je f Gliedern gebildete complexe 


Einheit und wo 7 die Determinante folgender (e—1) Grölsen ist: 


15 * 
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le,(o). le,(e). RN 


J 


oN\ ON 


le, (08) l&,(08), ER 


le, (02). le,(0#), u (2°). 


2)» &(%)» ».- &,_,(0) Ist ein System von Fundamental -Einheiten, welche 


aus den e Perioden von je f Gliedern gebildet sind. 





Zweitens, wenn f ungerade ist, d.h. wenn die Perioden aus einer 
ungeraden Anzahl von Wurzeln der Gleichung «"—1 bestehen, so ist 
P.D 
DM 


oe A 


Au 


b) 


wo D die Determinante folgender 4(e—1)' Gröfsen: 
y \ a) ON y ote-2 
IE(e), IE), ... IE(as"”), 
\ ON \ 7 Y oje-1 
!E(a®), ER). ... IE («: # 


IE(e®), IE(e8”"), ... IE(o:“*) 


/ 


( / o3e+1 o(2f-N)ie+1 
v i— > ) 1-— a8? Er (a8 / 2 J 
F U | ini ee unser shell 
o gt zen ce 
(1— co) (1—a8”) ... 1—o8 2 | 


ist; welches eine aus 4e Perioden von je 2f Gliedern gebildete complexe 
Einheit ist. Ferner ist ./ die Determinante folgender (Le—1)' Gröfsen: 
le,(a), l&,(o). 5 Ma 


le,(o2). le,(a®). . fe. (02) 


und 





le, (0: ng * lo, (0 . ) a le,,_, (08) 


' &,_,(@) ist ein System von Fundamental-Einheiten, welche 


und &(%), &(&)s - »- 
aus den 4e Perioden von je 2f Gliedern gebildet sind. wobei endlich P fol- 


oendes Product bezeichnet: 


p FIPIPP). PR) 
(P\/F 4 A4,P I A, 1 0.0. +4 _,P 
I; Ä ! 
4 _ Fi l I: | Is, ] 3 . j u; A, j-1)e/ 
| | 
4, 7 \Jı JIerı T Jrerı + TIE-DeH 
l 
A = ZI t Ir Int TIM 


A“ 
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Jı» I2» » : » 95-2 bezeichnen, wie oben, die kleinsten positiven Reste, welche 
die Potenzen einer primitiven Wurzel 9, 9°, 9’, ... 9°” für den Modul 4 
geben, und / ist eine primitive Wurzel der Gleichung 5° — 1. 


Ich füge noch einige Bemerkungen über die angegebenen Resultate 
hinzu. Die Anzahl #4 der nichtäquivalenten Ülassen aller aus den einfachen 
Wurzeln «, «, ... a” gebildeten complexen Zahlen und der idealen Fac- 


toren derselben, welche in der Formel (38.) gegeben ist, besteht aus zwei 
> 


. . Y .. ® Y I Y 
wesentlich verschiedenen Factoren, nämlich dem Factor an und dem Factor 


) . Di. . r . 0 y D » . 
3: welche beide für sich ganze Zahlen sind. Für den Factor T folgt dies 


h 1: ) h ER 
unmittelbar aus der Gleichung (39.), welche zeigt, dals dasselbe — für sich 


die Anzahl aller nichtäquivalenten Classen für die aus den zweigliedrigen 
Perioden zu bildenden idealen complexen Zahlen darstellt, also nothwendig 
eine ganze Zahl ist., Um in Beziehung auf den andern Factor des #4 in der 
Formel (38.) Dasselbe zu zeigen, verwandele ich die Factoren von der Form 
p(p”'), aus denen P zusammengesetzt ist, nämlich 


Y Ku gueisan 1 + AI - Tun EN 
mit Hülfe der Gleichung 5 = —1 und 9,,.=4—g, in die Form 


f 7 ae — 3 —i 2. (29: — 37; Zu u (29: — AT: ae 


J u—l)(?2?n—1) 


| (29.-ı . )) | 





in welchem Ausdrucke alle Goöfficienten der einzelnen Glieder ungerade Zahlen 
sind. Es kommt nun darauf an, wie viel mal « den Factor 2 enthält. Setzt 
man deshalb «== 2”.v, wo v ungerade ist und = auch gleich Null sein kann. 
und addirt zu dem Ausdrucke des g(P°”"') die Gleichung 


Ir dm I II FE II (In 
1 a ni ur u „FR 00.0. 15% 1)2’ (Zr 1) — 1? 


i 


IU?2n—1) za’ !n—1) 
he) * * . 


so wie dieselbe Gleichung, multiplieirt mit 9°", 
für jeden Werth des » Statt hat, mit alleiniger Ausnahme des Falles 2n — I —v: 


! Anl 


so werden alle Coöfficienten in „(/P°"=') zu graden Zahlen; also ist y(#°”"), 


„ welche 


mit Ausnahme des Falles 2r —1 == rv, immer durch 2 theilbar. und das Pro- 
duct P, welches aus u solchen Factoren besteht, ist theilbar durch 2", Um 


weiter zu zeigen, dafs P auch durch 4“" theilbar ist, multiplieire ich g (#°”"") 
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mit 97" —1. wo g eine primilive Wurzel und deshalb g*""—1 durch 4 und 
y“- 1 durch 4 theilbar ist. Ich wähle auch, was immer angeht, die pri- 


Y 


mitive Wurzel so. dafs g“--1 den Factor 4 nur eonmal enthält. Es wird 


ılsdann 


) — |] > —/ 


z / Ian— 
4 )YP\ıP ) 44, — 1--( II;-ı — Jı)P & 


l 


II: — 4) ATI 
/ \ Mil—2)(2n—1) 
IN-3 — N-2)PN s 


und es sind nun alle Coöflicienten dieses Ausdrucks durch A theilbar; wie aus 
der Congruenz 9, == y', mod.4, sogleich erhellt. Setzt man nun in dem durch 


, theilbaren Ausdrucke (yP”")y(P”""') nach einander n—=1, 2, 3,... u 


ınd bildet das Produet,. so erhält man (g“--1)P theilbar durch 7“, und da 


y“-1 den Factor 4 nur einmal enthält, so mufs P den Factor 4“-' enthalten. 
Da wir nun bewiesen haben, dafs P durch 2“! und auch durch 4“! theilbar 
| FREeN P u 

ist. so ist wirklich —— — eine ganze Zahl; wie behauptet wurde. 


‘) i 
(<A) 


In Beziehung auf die Classenzahl der aus Perioden zu bildenden idealen 
complexen Zahlen tritt ein wesentlicher Unterschied auf, zwischen denen, bei 
welchen die Perioden eine ungerade oder eine gerade Anzahl von Gliedern ent- 
halten. Wenn nämlich die Perioden eine ungerade Anzahl von Gliedern ent- 
halten. so besteht immer die Classen-Anzahl aus zwei solchen verschiedenen 
vanzzahlivoen Factoren. während in den Ausdrücken für die Classenzahl bei 
den aus Perioden von gerader Gliederzahl gebildeten idealen complexen Zahlen 


nur der eine dieser beiden Factoren auftritt. 


Für den Fall. wo es nur zwei Perioden giebt, deren jede aus 4(4—1) 
Gliedern besteht. geben die Formeln (39. und 40.) die Anzahl der Classen 
für die quadratischen Formen, deren Determinante eine Primzahl gleich 4 
ist. und zwar die eine für die positive Determinante 4. die andere für die- 
selbe negative Determinanle. 


Kine sehr merkwürdige einfache Beziehung. in welcher die Classen- 


zahlen der aus Perioden gebildeten idealen complexen Zahlen zur Classenzahl 


der aus den einfachen Wurzeln der Gleichung « — 1 gebildeten steht, ist die. 
dafs jene immer aliquote genaue Theile von dieser sind, da. wo sie ihr nicht 


völlig gleich sind. Diese Eigenschaft würde sich aus den gefundenen Aus- 


drücken für die Classen-Anzahl allgemein nur sehr schwer entwickeln lassen: 
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sie kann aber mit Leichtigkeit unmittelbar aus der Definition der Äquivalenz der 
idealen complexen Zahlen hergeleitet werden; wobei man nur den einen Salz 
braucht, dafs die Classen-Anzahl stets eine endliche. bestimmte ist. Es mögen 
N» Ms Ms = +» Me-ı € Perioden von je f Gliedern sein. wo ef=4—1 ist und 
ferner p(n), 91(97) P2(N), »-. Prn-1(n) die A nichtäquivalenten Classen der aus 
diesen Perioden gebildeten idealen complexen Zahlen repräsentiren, und zwar 
so, dafs p(n) eine beliebige solche complexe Zahl der ersten Classe, y,(r, 
eine beliebige der zweiten Classe u. s. w. darstellt. Da nun die aus den Pe- 
rioden gebildeten idealen complexen Zahlen alle in den aus den einfachen 
Wurzeln der Gleichung @— 1 gebildeten mit einbegriffen sind, so müssen die 


durch (7) Yıln)s »» =» Pr.1(n) repräsenlirten Classen alle in den verschie- 
denen Classen dieser allgemeineren complexen Zahlen vorkommen, deren An- 
zahl gleich H sei. Es kann nun erstens der Fall eintreten, dafs aufser den 
h Classen, welche die aus Perioden gebildeten complexen idealen Zahlen geben. 
für die aus den einfachen Wurzeln der Gleichung « —=1 gebildeten gar keine 
andern Classen Statt haben. dafs also A=—= H ist. Wenn dies aber nicht de: 
Fall ist, so sei f(«) eine ideale complexe Zahl, welche nicht in den A Classen 
vorkommt, in welchen (7), 9, (7), »-- Pr_ı(?)) vorkommen: dann gehören, wie 
leicht zu zeigen ist, ((e)p(n), fe)yı m). fe), -- . fle)gY,_ı(n) nur solchen 
Classen an, welche weder unter sich, noch mit den Classen, denen (3). y,(9). 
PN), ».. 7) -1(7) angehören, äquivalent sind. Wäre nämlich zunächst f(«e)y,(, 
äquivalent f{e)y,(7), so multiplieire ich beide mit demselben Multiplicator #’«.. 
welcher bewirkt, dafs #'(«)f(«) eine werkliche complexe Zahl ist; woraus dann 
folgen würde, dafs p,(7) äquivalent y,(n7) sein mülste; gegen die Voraussetzung. 
Wäre ferner fe) g,(r}) äquivalent y, (7), so multiplieire ich beide mit einem solchen 


Multiplicator &,(n7), welcher ?,(n)Y,(7) zu einer wirklichen complexen Zahl 


macht; woraus folgen würde, dafs f(«) äquivalent D,(n)g,(r) sei, welches eben- 
falls gegen die Voraussetzung ist, weil f(@), wenn es einer aus den Perioden ge- 
bildeten idealen complexen Zahl äquivalent wäre, schon in den ersten A Classen. 
welche durch (7) Yı(n)» -.. P,_1(n) repräsenlirt sind, enthalten sein mülste. 
Eine einzige, nicht in diesen % Classen enthaltene complexe ideale Zahl mach! 
"also, dafs eine neue Gruppe von 4 Classen hinzukommt. Eben so macht eine 
einzige nicht in diesen 2% Classen enthaltene ideale complexe Zahl, dafs eine 


ganze dritte Gruppe von A Olassen, die weder unter sich, noch mit den vorigen 


äquivalent sind. hinzukommt: dafs also 3% Classen existiren: und so geht dies 
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weiter, bis wirklich alle #] Classen erschöpft sind, welche sich, wie hieraus zu 
ersehen ist. nur durch ein genaues Vielfaches von A erschöpfen lassen. Es ist 
also immer HH ein Vielfaches von A, oder A ein genau aliquoter Theil von H; 
was zu beweisen war. Eben so wird bewiesen, dafs wenn f’ ein Vielfaches 
von f ist. und zugleich ein Theiler von 4—1, die Classen- Anzahl der aus 
Perioden von je f' Gliedern gebildeten idealen complexen Zahlen immer ein 


genau aliquoter Theil von der Classen- Anzahl für diejenigen ist. welche aus 


Perioden von je f Gliedern gebildet sind. 
Breslau. den 16ten Juni 1849. 
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Ziweı besondere Untersuchungen über die Classen- 
Anzahl und über die Einheiten der aus x: Wurzeln 
der Einheit gebildeten eomplexen Zahlen. 


(Von Herrn Dr. E. E. Kummer, Professor zu Breslau. ) 


. 
| h . . . I) 14; 
Nachdem ich in der vorhergehenden Abhandlung die Classen-Anzahl 
für die aus Aten Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen angegeben 
habe. will ich jetzt zunächst folgende Frage vollständig beantworten: 
Für welche Werthe der Primzahl 4 ist ‘die Classen- Anzahl der aus Zlen 
Wurzeln der Einheit gebildeten complexen idealen Zahlen durch A theil- 
bar: und für welche nicht? 
Nach der Gleichung (38.) in der vorhergehenden Abhandlung ist diese 
Classen - Anzahl: 
pP D 
l. H= ———. 
(aa A 
) . f 
wo die beiden Factoren, aus welchen sie zusammeneeselzt ist. nämlich zu 
. (ZA) 


ARE . ii 
und Eh für sich ganze Zahlen sind; es wird also die Untersuchung, ob MH 


durch 4 theilbar sei. oder nicht. für diese beiden Factoren besonders zu führen 





sein. Ich mache den Aniang mit dem Factor ———, in welchem 


G — g P)g P)Y(P?) ii er. 


) 


Pa) IH NPFRÄLFHPH ..- + Pr” ist 
Ich multiplieire g(P) mit 99 —1, so wird 
PVP) = Inn —1-4 (HA — N)P+(gNM— gIe)l 
- (993 — 9ı-:)P’ 
und es sind nun. wie schon in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt, die 
CGoöfficienten aller einzelnen Glieder durch 4 theilbar. Setzt man also 
YIr-ı I = ib; 
und 


N 7 ) , IR 4 ° 
b, -b,P- b,/ —T u 315 -- 0, P = IDı ) Fr 
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so erhält man 
(gpP—1NY(P) Aw(P). 
und hieraus, wenn 3 in P°. 9°, ... P*"” verwandelt und das Product gebildet 


wird. bei welchem 


ga) —-DAYP—N ... (ye—l) = 1 


st 
dl 5 Pe a ru A) PP, (5°) ... (PT). 
Es ist g“--1 (da g eine primitive Wurzel des 4 und e—4(4—1) ist) be- 
kannllich durch A theilbar; man kann also 9“ -1—4@ setzen, wo @ eine ganze 


Zahl ist. Man weifs auch, dafs nur in besondern Fällen, für einzelne Werthe 
der primitiven Wurzel 9, der Ausdruck g“-+-1 den Factor 4 zweimal, oder 
wohl gar mehrmal enthalten kann: wählt man aber, was immer möglich ist. 
die primitive Wurzel y so, dafs dies nicht der Fall ist, so ist @ nicht durch / 


theilbar. Man erhält also 


P er 
) 24 'gy  ))u—1 U P)w ° w(D v2 7 / 
p 
Es kann demnach 7, nur dann durch 4 theilbar sein, wenn das Product 
vw)... w(d durch 4 theilbar ist; und umgekehrt, wenn dieses Pro- 


duet durch 4 theilbar ist. so ist auch wirklich dieser erste Factor der Classen- 


Anzahl 77 durch 4 theilbar. Nun ist aber offenbar. wenn man statt der pri- 


mitiven Wurzel > der Gleichung 5°" == 1 die primitive Congruenzwurzel y der 
Congruenz y" == 1. mod. 4, selzt: 
vw)... wip v(g)w(g’).... w(g*"), mod.4; 


also wenn irgend einer der ganzzahligen Factoren des Produels w(g)w(g')... 





En | p 
(g’) durch % theilbar ist, so mufs auch ——— durch 4 theilbar sein: 
(<A)#T 
und umgekekrt, wenn keine der ganzzahligen Gröfsen w(g),. w(g’), ... w(g”) 
> 
durch 4 theilbar ist, so ist auch 5—— nicht durch 4 theilbar. Es hangt also 


{ Fl 
u Ye} 


für diesen ersten Factor der CGlassen-Anzahl 77 Alles davon ab. ob die Con- 





oruenZz 
3. rt... + ,geRerD 0, mod.%, 

für irgend einen der Werthe an=1,2,... « erfüllt wird; oder für keinen 

derselben. Dividirt man die Congruenz durch g”’', und verwandelt mit Hülfe 

der Congruenz 9° = g,. mod. 4, die Exponenten 1. 2, 3, ... 4—2 in Indices, 
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so wird aus dieser Congruenz folgende gleichbedeulende : 
9, tt ty Hg... 6,9, 0. mod. 4. 
Aus der Definition der Coöfficienten d,, nämlich 


.b, = YI—ı Ik» 


folet nun aber unmittelbar, dafs erstens 54, =0 ist, für alle Werthe des 9,_,. 
welche zwischen O und — liegen; ferner 4, —=1 für alle Werthe des g,_,. 
| 
| 2 2A». 
welche zwischen und — liegen, oder allgemein 5, =s für alle Werthe 
g ( ö ö 
’ sA (+1) . i 
des 9,_,,. welche zwischen = und — gr liegen. Bezeichnet man durch / 
| 
° u . s, r 2 . . . . 41* 
die gröfste in — enthaltene ganze Zahl, so läfst sich, diejenigen Glieder zu- 


I 
sammenfassend. für welche die Coefficienten d, gleiche Werthe haben. die 


obige Congruenz folgendermafsen darstellen: 


/ LI +1 AL, Le) 
LEN" TH BEN" +... +67) 


(g—1)l(t.., + THE SH Hr... +02 —-1)”7)=0, mod.i; 
welches wieder leicht auf folgende Form gebracht wird: 
) In—1 / y\zn—l | Wen in—f 
/ u +-1)”"+ (4-+2) m... + (Al) 


| ++" + +3"... 7a 
ii (ld, 42)" + ...4+64-107 = 0, mod.‘i. 


Subtrahirt man endlich von jeder einzelnen Zeile dieser CGongruenz die Con- 





oruenz 
1429139... 464-197 = 0, mod. 4, 
und verändert alle Vorzeichen, so ergiebt sich 
yo | a | an—1_] BE 
| u ) Er Eu l 
v 


i 


I EU „u Re 


l 


| 1-23... +67 = 0, mod. di. 


gl — 
Ich mache jetzt von folgender bekannten ganzen rationalen Function 
Gebrauch: 


% 5 | x.n warm | B war? „4  B._ r’ 
ri x (x) ) l l ( ) W 








I2n 20% —.M ' Um-2.m °'' M.MNm—2' 
16 * 
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in welcher B,. D,..... B,_;, die Bernoull?'schen Zahlen sind und /Ir = 


1.2.3... ist. Diese Function A(“xr) drückt, wenn x eine ganze Zahl ist. 


4 


die Summe der Reihe 1”! 2”'-- 3”! .,... + (2—1)”"' aus, dividirt 


durch ///Qn —1); also läfst sich mittels derselben die Congruenz (6.) fol- 
voendermafsen darstellen: 


5. Atb-+-1N)+-A&-+1)+- ... +X(t_, +1) = 0, mod.;. 
War SA u. . i 
Da nun /. die in — enthaltene eröfste ganze Zahl ist. so kann man 
7 j 
saA—r. 
= 
g 


selzen. wo r, positiv und kleiner als g ist. Hierdurch erhält man aus der 
Coneruenz (S.) foleende eleichbedeutende: 

ee 7) -...+ wi dans. nah — (), mod. 4. 

te > Se Zur g | 

Die Zahlen ”,. 5. .... ”,_, fallen, wenn auch in anderer Ordnung, mit 
den Zahlen I. 2, 3. .... g—1 zusammen; denn sie liegen alle zwischen O 
und y und sind alle verschieden von einander, weil, wenn r,=r, wäre, 
auch 7; /,. mod. 4, sein mülste;s was unmöglich ist, da #, und /, beide 
kleiner als A sind. Läfst man nun aus der Congruenz (9.) die Vielfachen des 


Modul 4 wee und setzt statt der Zahlen r,. >. .... r,_ı die Zahlen 1. 2. 
I 4 


5. y—1. so geht diese Congruenz in folgende einfachere über: 
a EN Ä y—1\ 
IV. Y(—)- \( } En (2 0, mod.4; 
(j / \g / j 


welche Coneruenz zwar Brüche enthält, die aber. da der Modul 4 in keinem 
der Nenner vorkommt. sosleich auf sanze Zahlen gebracht werden können. 
ınd also nicht stören. 

Die Function X/.r) hat unter andern merkwürdigen Eigenschaften auch 


Jie. dafs sie sich in foleende unendliche Reihe entwickeln läfst: 





4 \ I)", (-IV2 /cos2rn ,„ cosdrn , cos6rrn ) 
| In ET mu u ie a 4 
eültie in den Grenzen 2=—=0 bis 2 =1. Setzt man in diesem Ausdrucke 
1 2 g—1 : Mi 
nach einander 20, —. —, ... %— und addirt (wobei zu bemerken ist, 
J J J 
dals A (0 0 ist, und dafs im allgemeinen auch die Summe 
Ihr Ahr ı(y—ı)ka 
| COS — 4 608 —— + ,,. +08 ——— 
g y | I 


sleich Null und im Falle, dafs % ein Vielfaches von g ist, gleich g wird): so 


“ 
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erhält man 


aHd+ +) 








(—1)"yB. —1)"2g Ä | EN‘ 
3 — - - 1 ... minf.) 
J12n On): gr (24)* i (94) 
Es ist aber bekanntlich 
1  _ niet (2r)" BD, 
r RER. a 7 -— 
I 2% gm I u 2 112m 


also wird 


1 FEN; Ä y—l —N"gBn (—1)"yB, 
e (7) Se. N) Om ge-lan 


und endlich 


12. \(- —) 1 x(-) a x(8) = en 


Die Sa also. von deren Erfüllung oder Nichterfüllung es abhangt. 
P h 
ob der erste Factor der Classen- Anzahl, nämlich ——— , durch 4 theilbar ist. oder 
(&/.) 

nicht, hat nun folgende Gestalt angenommen: 
(g”"—1)b 
gr—ıllan 
Der Nenner, als nicht durch den Modul 4 theilbar. kann sogleich wegfallen: 


aulserdem ist aber auch g°"—1 nicht durch 4 theilbar, für die Werthe »=1. 


13. 0. mod. 4. 


2.93. ... «—1; für diese also geht die Bedingungs - Congruenz einfach in 
14. B.=0, mod. 

über. Der Fall z= u erfordert eine besondere Betrachtung. weil für den- 

selben die Congruenz (13.) die Form % annimmt, wegen des in 2°°—1I und 

ebenfalls im Nenner der uten Bernoullr’schen Zahl DB, enthaltenen Factors / 

Für diesen Fall drücke ich die ute Bernoullösche Zahl dureh die niedrigeren 

aus. nach der bekannten Formel: 


B au II2u Du-ı II2u Bu: (—1)“ 1)M | 
“u TT 273 Qu —2 FUI5Tu—4 |  Tzapdurtl) To u 





In dieser Formel enthält nur das einzige, vorletzte Glied den Factor Zu - 1==/ 





im Nenner; alle übrigen Glieder sind Brüche, in deren Nenner % als Factor 


M 
. x . . . . . . 1 
nicht vorkommt. Stellt man sich dieselben alle in einem einzieen Bruche \ 


zusammengefafst vor. wo N nicht durch A theilbar ist, so erhält man 


B zu 1) ; M 


BE ap DE 


En 
j zu, IN 
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Setzt man weiter g“—1=4K, wo k nicht weiter durch 4 theilbar ist. weil 
wir schon oben uns vorgeselzt haben, g immer so zu wählen, dafs g“ 1. 
und also auch 9°“ —1. den Factor 4 nur ein einzigesmal enthalte: so giebt die 
(Gleichung (12.) für den Fall n = u: 
x()1x(2)4 \ (91) BEE un... 5 mo. nr: 
\gy/ \y- er Z g ge! 1l2u wm WI 
Die Congruenz-Bedingung (10.) giebt also in diesem Falle 


N 


—— 0. mod.%: 
224 ga II2u 





und da nun A nicht durch 4 theilbar ist. so findet diese Congruenz nicht Statt. 
Die obige Congruenzbedingung wird also in dem Falle a — u niemals erfüllt und 
es hangt Alles nur davon ab, ob die Congruenz (14.), nämlich 3, = 0, mod. 4. 
für irgend einen der Werthe 1. 2. 3. ... «—1 Statt hat. oder nicht. 

Wir haben demnach als Resultat folgenden Satz: 

Der erste Factor der Classen- Anzahl #7 ist theilbar durch 4. 
wenn 4 eine solche Primzahl ist. welche als Factor des Zählers einer 
der ersten 4(A—3) Bernoulli'schen Zahlen vorkommt: für alle übrigen 
Primzahlen 4 ist dieser Factor nicht durch 4 theilbar. 

Es ist jetzt ferner für den zweiten Factor der Classen- Anzahl 4, 
nämlich 7 zu untersuchen, unter welchen Bedingungen derselbe durch i 
\heilbar sei. und unter welchen nicht. Hierzu ist glücklicherweise die Kennt- 
nils der in jedem besonderen Falle nur mit äufserster Mühe zu ermitteln- 
den. in ./ enthaltenen Fundamental-Einheiten nicht nöthig, sondern nur die 
Definition derselben. Hat man ein System von u—1 unabhängigen Ein- 
heiten. welche aber im allgemeinen nicht die Fundamental-Einheiten selbst sind, 
so erhält man aus ihnen alle Einheiten, indem man dieselben zu Potenzen erhebt. 
deren Exponenten auch rationale Brüche sein können und solche mit einander 
multiplieirt. Ein solches System unabhängiger Einheiten ist aber das System 

e(a), e(a®), elo®).... e(a:"*), 


welches in J enthalten ist. Setzt man also 


„1 


\r! or" R zur) u-1 
g - > \ a5 2 > 
(0) = elo):.e(0?) + HM 
2 
2 ‚2 au-2\T ._ 
i E.” el": e| PR r, e(o8“ ) u-ı 
I5 l \ 2 ® ; Ya J a 


u—\ 
u-\ u—l / -2\7 
\7 r\F% 
{ \ \ 5 J L - * . ® 


e (ee lu: 

















rd 
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wo die gebrochenen Potenz-Exponenten r}; mit zwei Indices so zu nehmen 


/ 


(@) wirklich zu ganzen complexen Ein- 


u—1 \ 


sind, dals &(@). &(@), .... & 
heiten werden: so sind diese Einheiten Fundamental-Einheiten. wenn die 
Determinante der gebrochenen Exponenten, nämlich N+r!r! ... r_,, den 
möglich-kleinsten Werth hat, aber nicht gleich Null ist. Es mögen nun 


wirklich die Exponenten r,; dieser Bedingung gemäfs bestimmt sein, so dafs 


&(@). &(%)s -» +». &,_,(@) wirkliche Fundamental-Einheiten sind. so hat man. 
wenn die Logarithimen genommen werden: 

16. Lala) = rilelo)+rile(@)+ ... r,_ıle(eX 
Da nun .7 die Determinante der Gröfsen le,(e), la(o), ... le,_,.e) und 
derer, welche durch Verwandlung des « in @, o*', ... e® aus denselben 


entstehen. bezeichnet. und eben so D die Determinante der Gröfsen le/«). 
k oMU—- . . 
le(a®),. ... le(o®” ) und derer. welche aus diesen entstehen, indem man « 


. e or? ou—?2 ä . x ‚ 
W752 verwandelt: so hat man nach einem bekannten Salze 


über Determinanten: 


u ) 1] 
A = D.E+trir,.... r,_ı:; 
also 
x — # zZ a 
BEI, +: 
’ eo. . . Pr A k : 
Bringt man nun diejenigen rationalen Brüche rj, #3. ... r/_,. welche als 


Exponenten in einer und derselben Fundamental-Einheit &,(«) vorkommen, unter 
einen gemeinschaftlichen, und zwar den möglich- kleinsten Nenner. welcher 
n, sein mag: so kann man allgemein 

ch 

Mm; 


h 
m Be 
” Mk 


k r . » . . 
setzen, wo m, und n, ganze Zahlen sind, von der Art, dafs n, nicht mit allen 


m‘, ins, ... m,_, einen gemeinschaftlichen Factor hat. Hierdurch wird 
3 PP _ UM 
d S-+m!m?... m 


D 2 
Es kann also = den Factor A nur dann enthalten. wenn eine der ganzen 
PA 


Zahlen n,. n,. ... ,_, durch 4 theilbar ist, also nur dann. wenn eine Gleichung 


von folgender Form Statt hat: 


19. &(c)" ee e(a)”' .e(08)": a e(o8“ le R 


r4 
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in welcher » durch 4 theilbar ist, aber m,, @n,. ... m,_, nicht alle durch 4 
theilbar sind. Nun ist aber jede Alte Potenz einer ganzen complexen Zahl 
immer einer realen ganzen Zahl congruent, für den Modul 4, also auch &(«)" =e, 


mod. , wo ec eine reale ganze Zahl bedeutet: also muls 


of 2 MM; „ 
20. e(o)" .e(ad)" ... el) c, mod. 4. 
D © j 
sein. wenn — den Faclor 4 enthalten soll, und wo ın,. m,. ... M,„_ı nicht alle 
} 


durch 4 theilbar sind. Um nun die Bedingung zu erforschen, unter welcher 
eine solche Congruenz Statt haben kann, mache ich daraus die Gleichung 
j n ou-—2\M „—ı _ 
<1. e\a) ".e) ... e(a#” ) — C--Apit), 
in welcher g(«) eine ganze complexe Zahl bedeutet. Eine solche Gleichung 
unler ganzen complexen Zahlen, welche für jeden Werth des « gilt, der der 


Gleichung 1- @-- "+ ... 0” ==0 genügt, zieht nach bekannten Principien 
immer eine für jeden beliebigen Werth das x geltende nach sich, wenn man 


in x verwandelt und ein Glied von der Form 1--z2-- 2°...) w(z) 


hinzufügt. Demgemäfs erhält man hier die für jeden beliebigen Werth der 
Variabeln z geltende Gleichung 


n o\n ru-2\ mM 
2 ee he 


c—-Igp(x 1-2+2 +... L2V)w(r). 


Ich nehme jelzt auf beiden Seiten die Differentialquotienten der Logarithmen. 


di N . “ . 1. . . 
wobei — durch e(x) bezeichnet wird, multiplieire mit x und gebe sodann 
(di. £ 


dem x seinen besonderen Werth 2=« zurück: so wird 
ac’ (@) as e' (a2) 0 Fear?) 


28 mM —— +1, — 
e(ea) . e(«8) 


ag (a)+(aH+ 2a’ +sa’+... +(41—1)a1)ı(e) 


— [000 — —— —— 





er 7 pie) 
Diese Gleichung enthält nur complexe Einheilen in den Nennern; also we- 
sentlich nur ganze complexe Zahlen. Ich verwandele sie wieder in eine 
Congruenz für den Modul 4, indem ich die Vielfachen von 4 weglasse; dabei 


f 


bringe ich die complexe Zahl (ea) aul die Form «-+-(1—ea)f(e). wo a eine 
reale ganze Zahl ist. und bemerke. dafs 
| —(U (& \ da“ l 3a’ N (A -1)e‘*) = ds a: 


also 


(a + 2a + dar 4 »—1 a)w(e (a-+-2a- In ...- A—l)a')a 
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für den Modul A ist. Endlich bestimme ich noch die ganze Zahl M so. dals 
2cM == a, mod. 4, und setze der Kürze wegen 


2a. («) 


u _ F'(o): 





e(«) 
so Ist 


4 


Ma +20 +34... (A—1)a") 


24. In, F'(«) 1 m, gKE'\e® ) j ae Mm BT F'(o8“ *) 


für den Modul 4. Ich entwickele jetzt die complexe ganze Zahl F«). Es ist 


(1— r2)(1— 17) 











e(X) A-n)doa’ 
also 
e' (x) a!"d +7) gaııd L.r6) 
e(r) — 2d-a) 2d— 2) 
und daher 
ie ER u A 


e («) Gau 1— a8 
Aus der schon oben benutzten Gleichung 
(1— a)(a 4-20 +34 ... 4( —1)a') = ). 


folet nun 








h (a +2a’+3e’ +... +(4—1)o’!) 
. ). 


und wenn mit 1--« multiplieirt wird, 
lI7@« ——(i+2a+4tae+6a’ +... +2(A—1)a’=!) 


i— | A 








welches. wenn man statt der Zahlen 1, 2, 3,...4—1 in den Coöfficienten 
die mit diesen, wenn auch in anderer Ordnung zusammenfallenden 1, g. 9». ... 

9;_, und in den Exponenten statt ihrer die Potenzen 1, 9, 9. . .. 
setzt. auch so dargestellt werden kann: 


ira — (+ 2029,05 +29,00 +... F2N-2 ar“ ), 


i—e A 











Wird noch « in @® verwandelt und mit g multiplicirt, so ist auch 


gute) _ —(gi+2gu5 +29 +... +29n") 


ER?” De 1 








Wird diese Gleichung von der vorhergehenden subtrahirt, so erhält man 


Fo 9-14 2a 1 I TH) E51 PINS N) zart 


0° 


« . 


) | 1 ui u " j j u ji 


Dieselben Coöffhicienten sind aber schon in dem ersten Theile unserer Unter- 
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suchung vorgekommen, wo wir sie durch d,, d,, &, ... 5,_, bezeichneten. 

Werden demnach dieselben Zeichen auch hier angewendet, indem allgemein 
IN— I = hdn 

vesetzt wird, so ist 


25. Fe y—1-+25b,01+2b,0r 2b’ + ... +2,08”. 


Setzt man noch 


24,119 = 6 





und bemerkt, dafs e,,,„ = —e;,, weil d5,,,„+-d,=g-—1 ist, so nimmt die Ent- 
wicklung des F’'/«) folgende Form an: 
26. Fe ce— en )+al@ —a")+ ... +c,_,le® "— ae), 


Werden nun diese Entwicklung und die daraus hervorgehenden von F'(o), 
F\oe®').... Fe) in der Congruenz (24.) substituirt, so erhält man aus der 


Vereleichung der Coöfficienten der einzelnen Glieder foigende « Congruenzen: 


Mm,c MIC A MI Ca — Moe M 
37 ,c, "MIC — MICHA: —m af 9 = gM 
me atm ge oatmgcat .. Fam gfia zz MM. 


Um M zu eliminiren, multiplieire ich diese Congruenzen der Reihe nach mit 

TI, ... ge —D und addire, so ergiebt sich rechterhand 
I+9"49"+... gt" =0, mod.i, 

für jeden der Werthe n=1, 2, 3, ... #—1. Die Seite rechts dieser Gon- 

oruenz verschwindet also für alle jene Werthe des rn: die links aber zerfällt 


von selbst in das Produet zweier Factoren und es wird 


28. mm" mg"... ng 
( og ı—1 gg“ EU .., 5 0. )(n—1) = (): 
welches die Bedingung ist, die für alle Werthe n=1,2,2,... « —1 erfüllt werden 


» . i . m .. Tr Y In 
mufs. damit — den Factor 4 enthalten könne. Wenn nun der Factor ec, 9°" 





( | 


TIL... re, 1 ger für keinen der Werthe von n durch A 
theilbar ist, so mufs der andere Factor für alle Werthe congruent Null sein. 
Es muls also folgendes System von Congruenzen Statt haben: 

m m,g ng" oe 5 WERM . e, =(0\ 
4 u—?) 0 | 


mm, gG In," . MI 


I; Inge dLmgunL... 1m, Hr9 =0) 
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Die Determinante dieses Systems lineärer Congruenzen ist nicht congruen! 
Null, denn sie ist bekanntlich aus lauter Factoren von der Form g’"— g’" zu- 
sammengesetizit, in denen % und A kleiner als «—1 und von einander ver- 
schieden sind: mithin ist keine dieser Congruenzen mit den übrigen identisch 
oder schon in denselben enthalten. Diese Gongruenzen sind also nich! an- 
ders zu erfüllen. als wenn alle die Gröfsen m,, m,, ... ın,_, einzeln con- 
sruent Null sind, für den Modul 4; welches gegen die Voraussetzung ist. Es 


mufs aiso nolhwendig der andere Factor der CGongruenz (2S.) für irgend einen 


der Werthe n=1,2, 3, ... «—1 congruent Null sein, wenn z dureh 7 
theilbar sein soll. mithin mufs man | 
30. cat" T-+... +, , gen 0, mod.A, 
haben. Vermöge der Gleichung FR {u = — €; und der Congruenz gire g'. 
mod.i, kann man auch die Anzahl der Glieder verdoppeln, so dafs 
c Le, u er 6,g°° 2n—1)_| el ei T -1) - 0 
als die IRRE genommen werden kann, welche nothwendig erfüllt werden 
mufis,. wenn T durch 4 theilbar sein soll. Wird zu dieser die Gonegruenz 
gar Tr... ge) = 0 


addirt und für e,+-g—1 wieder das Zeichen 25, gesetzt und durch 2 dividirt. 
so erhält man Aero die Congruenz in der Form 

31. item L,,. 4549enD 0, mod. 4. 
Dies ist 1008 die schon ci vollständig untersuchte Congruenz, welche, wie ge- 
zeigt wurde, nur dann Stalt hat, wenn / eine derjenigen Primzahlen ist, die als 
3) Bernoullischen Zahlen vorkom- 





Factor des Zählers in einer der ersten 4 
men. Das Resultat dieses zweiten Theils unserer Untersuchung ist also folgendes: 


\ e D 
Der zweite Factor = der Classen- Anzahl #7 kann nur dann durch 
> 


theilbar sein, wenn auch der erste Factor Pr durch 4 theilbar ist. 
Der umgekehrte Satz von diesem ist nicht mitbewiesen und findet, wie ich 
vermuthe, auch gar nicht Statt. Fassen wir nun das Resultat mit dem vorigen 
zusammen, so haben wir folgenden Lehrsalz: 

Die Anzahl aller nichtäquivalenten Classen der aus Aten Wurzeln der Ein- 

heit gebildeten idealen complexen Zahlen ist durch 4 theilbar, wenn 4 eine 

solche Primzahl ist, welche als Factor im Zähler einer der ersten 4(A —3) 

Bernoullischen Zahlen vorkommt; dagegen für alle andern Primzahlen } 

ist diese Classen- Anzahl nicht durch 4 theilbar. 


Er 
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Die zweite Untersuchung, welche ich hier durchführen will, soll die 
Frage erörtern: 
Unter welchen Bedingungen kann eine complexe Einheit einer realen 
ganzen Zahl congruent sein, für den Modul A, ohne eine Ate Potenz einer 
andern complexen Einheit zu sein? 
Es sei die zu untersuchende Einheit 


m, m, My 





V, 1 n / BR 0 2 n 
E(a) = tue BET e (a3” ) : 
welche Form alle möglichen Einheiten umfafst. Die Bedingung K(«)==c, mod. 4. 
wo c eine reale ganze Zahl ist, giebt auch KE(e”')=e, also auch E(e) = K(o”'): 
woraus @&'—=« * folgt. Es mufs demnach «'—=1 sein, und wenn zur nten 


Potenz erhoben wird. so ergiebt sich, da K(e) = e ist: 


ec" te(a)”.e(a)” ... e (ae?) #7, mod. 4. 

Diese Congruenz ist aber mit der obigen, bereits vollständig untersuchten Con- 
sruenz (20.) vollkommen identisch, und wir wissen, dafs wenn 4 eine Prim- 
zahl ist, welche in den Zählern der ersten 4(A—3) Bernoullischen Zahlen 
als Factor nicht vorkommt, eine solche Congruenz nicht bestehen kann, ohne 
dafs ın,. m». ... m,_, alle durch 4 theilbar sind. In diesem Falle ist also 
%(e)" gleich einer Aten Potenz einer Einheit, und 2 ist nicht theilbar durch #, 
indem der Nenner 2 nicht mit allen Zählern mn,, m,, ... m,_, einen gemein- 
schaftlichen Factor haben solle. Wenn aber E(«)” gleich einer Aten Potenz 
und 2 nicht durch A theilbar sein soll, so folgt leicht, dafs auch K(«) eine 
‚te Potenz sein mufs. Bestimmt man nämlich die beiden Zahlen s und £ so. 
dafs ns — At—1 ist und erhebt E(«)" zur sten Potenz, so ist auch K(«)”‘ 
— E(e)"*'— E(e)“.E(e) gleich einer Aten Potenz einer Einheit. Es ist also 
folgender Lehrsatz bewiesen: 

Wenn i eine Primzahl ist, welche in keiner der ersten 4{4 — 3) Bernoulli- 

schen Zahlen als Factor des Zählers vorkommt, so ist jede aus iten 

Wurzeln der Einheit gebildete complexe Einheit, welche einer realen 

ganzen Zahl congruent ist, für den Modul A, eine Ate Potenz einer an- 

dern complexen Einheit. 


Hiermit ist die aufgestellte Frage genügend beantwortet; denn, zu untersuchen, 
in wie weit auch die Umkehrung dieses Satzes richtig sei, liegt aufser unserem 


Zwecke. 
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Aus diesen Untersuchungen geht hervor, dafs die aus Aten Wurzeln 
der Einheit gebildeten complexen Zahlen in ihren tiefer liegenden Eigenschaften 
nicht unwesentliche Unterschiede haben, je nachdem A eine Primzahl ist, welche 
in dem Zähler einer der ersten 4{4—3) Bernoullischen Zahlen als Factor 
vorkommt, oder nicht; welche Unterschiede ich auch noch bei andern Unter- 
suchungen über diese complexen Zahlen wahrzunehmen Gelegenheit gehab! 
habe. Aus den bekannten Zahlenwerthen der ersten Bernoullischen Zahlen 
habe ich alle Primzahlen bis A—=43 in dieser Beziehung geprüft, und gefun- 
den, dafs unter denselben nur eine ist, welche im Zähler der ersten 41(A—3 
Bernoullischen Zahlen als Factor vorkommt, nämlich A = 37, da 37 ein 
Factor des Zählers der 16len Bernoullischen Zahl ist. während die Prim- 
zahlen A—=3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 41, 43 diese Eigenschaft 
nicht haben. Überhaupt scheint in der Reihe aller Primzahlen jene besondere 


Art ziemlich sparsam verlheilt zu sein, so dafs dieselbe füglich nur als Aus- 


nahme zu behandeln sein möchte. 
Breslau, den 1Sten Juni 1849. 
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8. 
Allgemeiner Beweis des Fermatschen Satzes, dafs 
die Gleichung x + v’ =’ durch ganze Zahlen unlösbar 
ist, für alle diejenigen Potenz-Exponenten ?1, welche 
ungerade Primzahlen sind und in den Zählern der 
ersten }(*—3) Bernoullischen Zahlen als Factoren 
nicht vorkommen. 
(Von Herrn E. E. Kummer, Professor in Breslau. ) 


PR den vorhergehenden Abhandlungen haben wir die Theorie der 
complexen Zahlen bis zu dem Puncte geführt, dafs mit Hülfe derselben der 
Beweis dieses Fermalschen Salzes, wenn gleich noch nicht vollkommen all- 
gemein, so doch für alle diejenigen Potenzen, deren Exponenten die in der 
Überschrift bezeichnete Bedingung erfüllen, leicht und sicher geführt werden 
kann. Da es hierbei wenig Unterschied macht, ob man x, y, & nur als reale 
sanze Zahlen. oder, allgemeiner, als complexe, aus Aten Wurzeln der Einheit 
cebildete Zahlen annimmt, so wollen wir den Beweis sogleich für complexe 
Zahlen geben. Die zu untersuchende Gleichung sei demnach 

1. “tot = 0; 
wo u, » und :© wirkliche complexe Zahlen bezeichnen. Ferner sei A eine 
Primzahl, welche in keiner der ersten 4{4— 3) Bernoullischen Zahlen als 
Factor des Zählers vorkommt. Unter dieser Voraussetzung haben die hier 
vorkommenden complexen Zahlen nach den in der vorhergehenden Abhand- 
lung bewiesenen Sälzen, erstens, die Eigenschaft, dafs die Anzahl aller nicht- 
äquivalenten Classen nicht durch 4 theilbar ist; woraus wir sogleich die für 
den folgenden Beweis bemerkenswerthe Folgerung ziehen, dafs hier niemals 
eine Ale Potenz einer ?dealen complexen Zahl zu einer wirklichen werden 
kann, oder dals, wenn eine Ale Potenz einer complexen Zahl gleich einer 
wirklichen ist, diese complexe Zahl selbst eine wirkliche sein mufs (Man sehe 
die Abhandlung No. 16. Band 35. S. 356 dieses Journals). Zweitens ist bei dieser 


Vorausselzung, nach dem letzten Satze der vorhergehenden Abhandlung, jede 


complexe Einheit, welche für den Modul A einer realen ganzen Zahl con- 
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gruent wird, stets eine Ate Potenz einer andern Einheit. Dafs die complexen 
Zahlen «, v und w so angenommen werden, dafs sie nicht alle drei einen 
gemeinschaftlichen Factor haben und dafs darum auch nicht zwei derselben 
einen gemeinschaftlichen Factor haben dürfen, versteht sich von selbst. 


Der Beweis der Unmöglichkeit der Gleichung (1.) zerfällt nun in zwei 
Theile, deren erster den Fall betrifft, wo von den drei complexen Zahlen «, 
v und = keine den Factor 1—« hat, der zweite aber den Fall. wo eine 
derselben durch 1— « theilbar ist. 

Es sei erstens in der Gleichung 

u - u -— w* — 0 

keine der complexen Zahlen w, v, w durch 1—e theilbar. Da in der ge- 
sebenen Gleichung nur die Alten Polenzen von %, v, w vorkommen, so 
kann man diese complexen Zahlen mit beliebigen Aten Wurzeln der Einheil 
multipliciren; man kann also e"« stalt « selzen, wo A eine beliebige ganze 
Zahl ist, welche sich, wie leicht zu zeigen. immer so bestimmen läfst. 
dafs ©" u die Form «--(1—o)’P erhält; wo a eine reale eanze Zahl und P 
eine complexe ganze Zahl ist. Dieselbe Form kann auch dem v und ww ge- 
geben werden. Es sollen deshalb hier überall für #, v und :» folgende For- 
men angenommen werden: 

(“ — a-(1l—e) 

2. 'v— b--(1—eo)Q 

m — c+(l—e) R. 
Die realen ganzen Zahlen «a, d, ce sind wegen der Voraussetzung, dals «, 
v, w nicht durch 1— « theilbar sein sollen, nicht durch 4 theilbar. Ich zerlege 
nun die Form u’--»’ in ihre Factoren und erhalte so aus der Gleichung 
wW- vw —0 folgende: 


3. (u+-vV)(u-av)(utev)... (u-at'v) = —w 


Diese 4 Facloren haben keinen gemeinschaftlichen Theiler: denn hälten 


1 


u--e'v und %--a°v einen solchen, so mülsten auch («” — «’)u und (e — «')r 
denselben Theiler haben, und da « und v relative Primzahlen sind, so könnte nur 
a@' — a” der gemeinschaftliche Theiler sein. Es ist aber @"—«* gleich 1— «, 
multiplicirt mit einer complexen Einheit, und dieses kann nicht Theiler eines 


jener A Factoren sein, weil sonst, gegen die Annahme, auch ww“ und folg- 


lich auch »» durch 1— « theilbar sein müfste. Da nun alle diese Factoren 
auf der Seite links der Gleichung (3.) relative Primzahlen sind und ihr 
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Product gleich einer Aten Polenz ist. so müssen sie alle einzeln gleich Aten 
Potenzen gewisser idealen complexen Zahlen sein, multiplieirt mit irgend welchen 
complexen Einheiten. Es folgt dies unmittelbar, eben so wie für gewöhnliche 
vanze Zahlen, aus dem in der Abhandlung No. 16. Band. 35. pag. 348 bewie- 
senen Satze, dafs, abgesehen von den Einheiten, welche als Factoren zutreten 
können, jede complexe Zahl sich nur auf eine einzige bestimmte Weise als 
Product ihrer idealen Primfactoren darstellen läfst. Man erhält daher allge- 
mein für alle Werthe r=0, 1, 2,...4—1: 
1. u--uav — oKE.(a).t}: 

wo £, eine complexe Zahl ist, Factor von w, und «® E,(«e) eine Einheit, von 
der Art. dals K,(e) = E,(@”') ist. In zwei Factoren, « und KE,(e), 
deren einer nur eine Ale Wurzel der Einheit ist, der andere die Eigen- 
schaft hat, bei der Verwandlung des « in «”' ungeändert zu bleiben, läfst 
sich nämlich, wie bekannt, jede beliebige complexe Einheit zerlegen. Da 
nach Gleichung (4.) ; gleich einer wirklichen complexen Zahl ist, so schliefsen 
wir sogleich, nach Dem, was oben gezeigt, dafs auch /, selbst eine wirkliche 
complexe Zahl sein mufs; und da jede Ate Potenz einer wirklichen complexen 
Zahl bekanntlich einer realen ganzen Zahl congruent ist, für den Modul 4, so 
setze ich / = m, mod. ik; wo m eine reale ganze Zahl ist. Die Gleichung (4.) 


geht dadurch in die Congruenz 


- 


Ö. uravz= 0*, v,(e)m, mod.%, 


! 


über. Wird nun « in «=! verwandelt. wodurch # in vw, v in v', win w 
übergehen mag, so ist 
6. wW+atv' = aTE,(e)m, mod.‘; 


aus welchen beiden Congruenzen durch Elimination des m 


1 atu+eav), = ar(wW-+a”v), mod.A, 
folet. Nimmt man statt des Moduls 4 den Modul (1—«)‘, welcher ein Divisor 
von A ist, und bemerkt, dafs nach den Gleichungen 2.) wvza, v=b, 
w“=a, vb, für den Modul (1— ce)’ ist, so erhält man 

5. atla+ab) = a(a+ab), mod. (1—e)‘. 
und da allgemein « 1— h(1— eo), mod. (1— «)’, ist, so geht diese Congruenz 
in die folgende über: 

2(a-b)o = br, mod. 1— e). 


Da nun reale ganze Zahlen, welche durch 1—« theilbar sind. auch durch 4 
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theilbar sein müssen, so ist 
9.  (a-b)o br, mod. ,. 
Nennt man nun % diejenige ganze Zahl, welche der Congruenz 
10. (a--b)k = b, mod.%, 
l / P 
genügt, so ist k von r unabhängig und o = k.r, also giebt die Congruenz (7.) 
11. atr(u+ev) = ot" (W-av'), mod. ;. 
Für den besondern Fall r—=0 hat man, da «+5 nicht = 0. mod. A, sein 
kann, aus der Congruenz (9.): e=0, mod. n also 
12. u-v = u-+v', mod.%, 
und da z, v, w in der gegebenen Gleichung «+ vw‘ ==0 beliebig ver- 
tauscht werden können, so ist auch 
N | ! 
uw = uW"-+w 
13. | a. \ mod. 4, 
v-v=v-+w) 


und aus diesen Congruenzen folgen die drei einfacheren: 
u= uw 
14. (v=Ve 


mod. 4. 
w = 


Hiernach verwandelt sich die für jeden beliebigen Werth von r geltende Con- 
gruenz (11.) in folgende: 





15. a r(utev) = o"(utav), mod.A, 
oder 
ul — ar) var — at) = 0, mod.i. 
Ich setze r—=1 und r=2, und erhalte dadurch: 
‚ Iule — er ; — aD) = 0, | 
16. RE” | 2.) _ rk) — mod. 4, 
ud ) - rt ’ ) >= 0, 


— multiplieirt und die 


und wenn die erste dieser beiden 2 mit a’ -t« 
zweite davon abgezogen wird, so ist nach Weghebung des gemeinschaltlichen 


Factors v, welcher nicht durch 1—« theilbar, also zu A relative Primzahl ist. 


(at + at) (aD — ad) (AD aD) = 0, mod. A, 
also 
(at! — ara at — ah! — ar) = 0, mod. A, 
folglich 
17. (at _ td) (at — at) 1—e) = 0, mod. 4. 
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Wenn nun keiner dieser drei Factoren für sich gleich Null ist, so enthält 
das Product derselben den Factor 1— « dreimal: es müfste denselben aber eben- 
sovielmal enthalten als 4, also —1mal, damit die Congruenz wirklich Statt 
habe. Mit Ausschlufs des einzigen Falles 4 — 3 kann also diese Congruenz (17.) 
nicht Statt finden. wenn nicht 


18 (entweder a! — aD — 0, 

Ioder at at ——® 
ist. Es muls also entweder % Il. oder 2% = 1. mod. 4, sein. Der erste Fall 
k 1 würde aber der Congruenz (10.) zufolge «=0, mod.}, geben, und 


kann deshalb nicht Statt haben. Der zweite Fall 2k=1 giebt der Con- 
oeruenz (10.) zufolge «== d, mod. £ woraus durch blofse Vertauschung der Buch- 
staben folgt, dafs auch «== e und #4 == ec, mod. 4, sein mufs. Aus der Gleichung 
wW- 0-0 folgt aber, nach den bei (2.) angenommenen Ausdrücken 
von a, v und ze, dafs auch #4 --e==0, mod. %, sein mufs, also auch 
a+-b-+-e==0, mod.i, und da «, 5 und e congruent sind, endlich 3a == 0, 
mod. 4. welches. mit Ausnahme des schon oben ausgeschlossenen Falles 
,.— 3, ebenfalls unmöglich ist, weil nach der Voraussetzung % den Factor 
I—« nicht enthalten und also auch « nicht durch 4 theilbar sein darf. 
Hiermit ist nun der erste Theil des Beweises vollständig gegeben, indem ge- 
zeigt worden ist, dafs die Gleichung « -- 2-0 —= 0, wenn keine der com- 
plexen Zahlen w, v» und ww» den Factor 1—« enthält, immer eine unmögliche 
Congruenz für den Modul 4 nach sich zieht; mit Ausnahme des Falles A — 3. 
welchen wir hier nicht besonders betrachten wollen. 


‘v4 — 0 eine der drei 


Es sei zweitens in der Gleichung 
Zahlen u, v, w durch 1—e« theilbar,; zu welcher w genommen werden soll. 
Dieselbe kann den Factor 1T—« auch mehrmals enthalten. Setzt man daher 
I— co)”"w statt vw, so dafs nun :©= den Factor 1—« nicht weiter enthält. so 
ist die zu untersuchende Gleichung: 


\mA 


011 — oe)". — 0. 


Statt dieser aber setze ich die etwas allgemeinere 

19. “vu —= E(o) 1 — 0)" .w, 
in welcher K&(«) eine beliebige complexe Einheit bezeichnet. Durch Zerle- 
eune des Ausdrucks #*-+-v* in Factoren erhält man 


20. u-tv)(u+ ovw)(u-ear)....: u+ee) = Ele) 1— a)”. w. 
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Die 4 Factoren u--v, u--ev, u.s. w. haben hier alle den gemeinschaftlichen 
gröfsten Factor 1— «; aufser diesem haben je zwei derselben keinen gemein- 
schaftlichen Theiler. Nimmt man nämlich für @ und ©» wieder. wie oben, die 
Formen u = «a--(1— ea)’ P und v—=b- (1—c)’Q an, so erhält man 


) 


21. u-+av = a-b—rb(i—c), mod. 1— ea): 


) 
es muls aber #«--«'v wenigstens für einen Werth von r durch 1— « theilbar 
sein, weil das Product aller dieser Factoren durch (1— «)”* theilbar ist: also 
mufs «-+-5 durch 1—ce, folglich auch durch # theilbar sein. und die Con- 
sruenz (21.) verwandelt sich in 


22. u--av = rb(1—e), mod. (1— 0); 


| 
woraus zunächst folgt, dafs für jeden Werth von r, «-+-«’v den Factor 1— « 
enthalten mufs, statt dessen auch der Factor 1— «” genommen werden kann. 
welcher sich von diesem nur durch eine complexe Einheit unterscheidet, die als 
Factor hinzutritt: ferner, dafs u--«'v diesen Factor 1—«” oder 1I—« nur 
einmal enthalten kann, mit Ausnahme des Falles r—=0. Die Gröfse u v 
aber enthält wirklich den Factor 1—« mehrmals, und zwar vermöge der 
Gleichung (20.) genau mA —4--1imal, indem die übrigen 4—1 Factoren ihn 
jeder einmal enthalten und das Product aller »riÄmal. Setzt man nun 
23. uU--v = Ad— eo) rg 
und 


24. u r adv — (1— e) p, R 





so geht die Gleichung (20.) in folgende über: 

25. PP : +: 9 = Elo)w 
und es müssen nun die Factoren 9. $,, >, ».- Pj_ı, Welche unter sich alle 
relative Primzahlen sind und deren Product gleich einer mit einer Einheit 
multiplieirten Alten Potenz ist, alle einzeln ebenfalls solche mit Einheiten mul- 
tiplicirte Ate Potenzen sein. Demnach kann man setzen: 


pP = e(a)w und Y, = e,(o)t}, 
woraus 
6. utv = e(a)(1— a)", wi 
und 
27. ut+av = e,(a)(1—a’)t} 
für alle Werthe r —=1, 2, 3, ... 4—1 folgt. Die complexen Zahlen wo, und £, 


sind hier ebenfalls nur wirkliche complexe Zahlen, weil die Aten Potenzen 
18 * 
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derselben wirkliche complexe Zahlen sind. Giebt man dem r einen andern 
Werth s, so erhält man ebenfalls 


88. u-av — e(a)1—a*).t}, 


und wenn man aus diesen drei Gleichungen % und v eliminirt, so erhält man 


e («a — a’) 1— a 


Ti ) Zu (m—1)A pi 
A-enl-a (1—e) ‚wi. 


29. e,(a)t— e,(a)l! —= 


FP% / 7 





Dividirt man durch e,(«) und setzt 
— e,(e) 

— — — e(a) und 

e,(@) . 

e (a) (@” — a’) (1 — «) 


Y 
———— — E,(e) 
e,(a) (1— @')(1— e‘) ie & 


wo &(a) und K,(e) ebenfalls nur complexe Einheiten sind, so ergiebt sich 
30. ts)! = Ela) 1— a". wi. 
Ist nun m > 1, so ist bekanntlich (1— «)”""*" = 0, mod. 4. Ferner, da 
{, und #, wirkliche complexe Zahlen sind, so müssen die Aten Potenzen der- 


selben realen ganzen Zahlen congruent sein für den Modul 4, also mufs = c 
und /? = %, mod. }, sein. Die Gleichung (30.) giebt daher folgende Congruenz : 
c--e(a)k = 0, mod.}, 
aus welcher folgt, dafs die Einheit &(«) einer realen ganzen Zahl congruent 
ist. für den Modul A, dafs also e(«@) eine Ate Potenz einer andern Einheit 
sein mufs, mithin &(@) = &,(«)‘. Selzt man nun &,(@)t,—=v, und statt #, das 

Zeichen w,. so geht die Gleichung (30.) in folgende über: 

31. wre — Ela) 1— eo)". wi. 
Diese Gleichung ist aber der Form nach der Gleichung (19.). aus welcher 
sie abeeleitet ist, vollkommen gleich und unterscheidet sich von ihr nur 
dadurch. dafs »» um eine Einheit kleiner ist. Wendet man also auf die 
Gleichung (31.) dieselbe Methode an, so erhält man aus ihr wieder eine 


Gleichung von derselben Form, in welcher m um zwei Einheiten kleiner ist. 





als in der Gleichung (19.) u. s. w. Durch Wiederholung dieses Verfahrens 
gelangt man stets zu einer Gleichung von derselben Form wie (19.), in welcher 
m—-1 ist: auf diese aber ist sodann die Methode, welche, wie wir oben 
ausdrücklich bemerkt haben, »r > 1 voraussetzt, nicht weiter anwendbar. Man 


erhält also eine Gleichung von der Form 


32. Wo — Ele).(1-a)‘.w. 
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Die Unmöglichkeit dieser Gleichung läfst sich einfach dadurch beweisen, dals 
gezeigt wird: die Form w--v?, wenn sie überhaupt den Factor 1—« ent- 
hält, müsse denselben wenigstens A--1mal enthalten. Um dies zu beweisen, 
setze ich für « und v» wieder wie oben die Formen 


PO | “DD BEER I.# \2 
u= a+(1—e) P, v=— b-(1—.e) 0, 
so ergiebt sich wieder ; 
33. u+ev = a+b— rb(1— ce), mod. (1— co)‘. 


Da nun «--»* durch 1—« theilbar ist und deshalb auch wenigstens einer 
der Factoren dieses Ausdrucks, welche alle die Form #--«”v haben, durch 
1— « theilbar sein mufs, so folgt, dafs «--Ö durch 1—« und deshalb auch 
durch 4 theilbar ist. Die Congruenz (39.) geht demnach, eben so wie oben, in 
folgende über: 


34. u+-adv = rb(1— ce), mod. (1— «)‘. 


Für r —=0 ist insbesondere 


3.  u-+v = 0, mod. (1—«)”. 
Es sind also alle die Factoren der Form 
wW--v — (u+v)(utw)(uterv).... (u-ei'v) 


durch 1— « theilbar; der Factor a--v aber ist durch (1—«)’ theilbar. Die 
Anzahl aller in «-1-v* enthaltenen Factoren 1— « ist demnach mindestens gleich 
„--1; was zu beweisen war. Die Gleichung (32.), in welcher ww» nicht durch 
1— « theilbar ist, enthält also den Widerspruch in sich, dafs die Seite der- 


selben links durch (1— «)**' 


theilbar ist, die rechts aber nicht. Diese Glei- 
chung ist also eine unmögliche, und darum ist auch die Gleichung (19.), aus 
welcher sie abgeleitet wurde, unmöglich: d. h. eine solche, welche durch 
complexe ganze Zahlen auf keine Weise erfüllt werden kann. 

Die Gleichung «--v’ ww —0 ist also in beiden Fällen unmöglich, 
sowohl wenn keine der complexen Zahlen w, v, w durch 1—« theilbar ist. 
als auch wenn eine derselben durch 1—« theilbar angenommen wird. Der 
Fermatsche Salz ist demnach nicht nur für reale ganze Zahlen, sondern sogar 


für complexe, aus Aten Wurzeln der Einheit gebildete ganze Zahlen bewiesen. 


für alle diejenigen Potenzen, deren Exponenten 4 Primzahlen sind und welche 
die Bedingung erfüllen, dafs sie in keiner der ersten 4(A— 3) Bernoullischen 
oO o°- 9 = \ / 
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Zahlen als Factoren des Zählers vorkommen. Da A—=5, 7, 11, 13, 17, 19, 
23. 29. 31, 41. 43 diese Bedingung erfüllen, so ist namentlich für alle diese 
der Fermatsche Satz bewiesen. Für =37 aber, wird die angegebene 
Bedingung nicht erfüllt: also ist auch der Fermatsche Satz für 37te Po- 
tenzen nicht bewiesen. Meine gegenwärtigen Kenntnisse der Theorie der 
complexen Zahlen haben mir auch noch nicht die Mittel gewährt, für 4 = 37 
und für die übrigen Primzahlen, welche der angegebenen Bedingung nicht 
senügen, die Nicht-Auflösbarkeit oder Auflösbarkeit der Fermatschen Gleichung 


zu ereründen. 
Breslau. den 19ten Juni 1849. 
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9. 


Transformation d’une integrale definie. 
(Par Mr. R. Hoppe a Keilhau pres Rudolstadt. ) 





BE... 
En ınlegrant par parlies, on trouve 


h Ep ’ . 
2) JE cos(Ar + An)or. 


En continuant la reduction jusqu’a ce que la puissance de x disparait de l’in- 


m 


u . 1 
/x "cohrzor —= — 7, €" cos hx- 
€ [} h 


um 


tegrale. on parvient a l’expression suivante: 


' m... Ss 
m 5 v VREREN k m— | N n 
/® coshrör = — 2 — ‘cos(hc-+1ı(k-+1)n). 


Ki) 
Pour 20 le second nombre s’evanouit, exceple son dernier terme. qui a 
la meme valeur pour 20 et pour x == nz; done on a 


w2y k=zm—1 | 2 km 
‚m 5 57 ET \m— N / fr 
7 L coshr or =— — 25 —  (Ann)" k cos ı (k . 1) 1. 
k=U0 _ ale . 
Or on sail que 
h=% yh 
I1—-R2acosce ta) = —23 —coshr. 
h=1 ! 


En multipliant cette equalion par 2” 0x, et en integrant suivanl notre formule. 


on obtient (en designant /(I—2acoscr —.a') par U): 











un k=m—1 h=% hi 
e\ ‘ 5 . s mMm— K / a) ad 
/ 2” Lor na 2 = 1.2...km, (nn) ‘eos 1 (k- I)n 2 KH 
ur kV ER ; =] m" 
Orona 
| 1 FR 
nee k+1 —Nhx u 
EB Hr L e UL, 
h* r* J (k +2). 
donc 
h=a hı x m m dr ’ 
Zr. 1 ’ u artlda 
| =; 53 —- N store ade” h Ka | tee 
v h=1 hir? k+ | £ ham h+ 1/ er —M 
sous condition que a 1. En substituant cette valeur, et ayant allention que 
ki I - 
m, = r:; m--1),,,-. 
m--1 


on obtient 


a ” 2a a 7 
/ ı"Loöx = —— / — 2 (m-+1),.,(2nm)" a cosi(k-1'n. 





m+1/ e“—u ;= 
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Posons A—1 au lieu de A, et &crivons cos&$(kr) en forme imaginaire: 
l’equation deviendra 


Inn ‚ al?nrı mn] m or k=m x . BR 
/ »Löie = III — 5 (m-+1 1. (; .) [ei@im) I eich), 
Ir , h ; Znrı . 


x 
ee — Ua 








Cette somme est ce que donne la quantite 


(A A (1 ir m+I 
an enrı 


lorsqu’on la developpe d’apres le binome, en soustrayant les deux termes ex- 


a ir m+1 ir m+]1 
2 a (El day" 
Anrı ann 


Donc. en la remplagant par cette expression, on a 





trömes. savoir 





u), y I ni 
.nn 5 dl Gr eo . \ 
z”"Loxs = — -[ —— (nn or)" 3! (anı — ar)" HT — 2 (2nn)"t 
/ f m-+-1. ra | A ? a / 


. 


an f m\m-+1 
— (2) — (re), 
Soit f(x) une fonction developpable suivant la serie de Maclaurin pour 
toute valeur de x. Multiplions l’equation par 


1 - 0). 


1.0... 00 
posons m==0,1,2,... ©, et prenons la somme des @quations obtenues: il 





viendra 
/  f(z)Lös — a/ —— If (an 4 2%) 4 f(Anı — ir) — 2f (2) 
' — f(ır) — f(— 2) +2 (0). 


Bien que la generaliite de cette formule subit une restriction, qui 





exclut de son application la plupart des fonctions les plus usitees, elle fournit 
les moyens de transformer l’integrale dont il s’agit en beaucoup de cas, ou la 





fonction f ne remplit pas la condition, sur laquelle la deduction est fondee. Il 
suffira d’en donner un exemple. Pour f(x=)==e”‘* la formule donne l’equa- 
ion suivante: 


RE 2a onner 1 1—cosex „ 
e”Loc = Ta Au OL. 


er — 
() () 








Multiplions-la par sindeöc, et integrons par rapport a ec, depuis O jusqu’a x. 
eu ayant egard que 
b 


rs 
e*"sindeöc = ———. 
J j 62°’ 


0 

















9. Hoppe, Transformation d’une integrale definie 141 


ıl viendra 


ann . ’ ... “ iu uf de 
of . — 2a —_ (e"" —1)sinde (1 — coser) —: 
. h?- tr J e — aJ c 





Si l’on decompose le facteur 2sinde(1— coscx) dans les parlies 2sindbe 
sin(e-+d)ec+sin(e—b)c, il y aura a @valuer les six integrales suivantes: 


LI 2 L. 
> a 4° . ot 4 —)n ce « 
2/ er ende— == 2f af er cosbe Öc 
r 0 0 


db 2Znnob b 
wuues y 0. >= 2 arc lang —— 
u An’ b? e Oo ırı 
J 











Pr xı+b 
e”sin(2 +5) — = arctane ——. 
Fi} ( E 5 Zur ° 
ff sin be 3, 
TR; 
e sin(x - b)e— == #2, 
en ._06 0 (2 b) 
/ sin (2 — b) ce — = an + ( 
J c n (2 >b), 
ou partout on su se 5>0. Ges valeurs etant substituees. l’equation devient 
| ppose 5 >V. V s etant substituees, l’equ: devien 
Iıırı Lödr a nn Orx b and cv — b) 
— — 2arc tang „— — arctang - -+- ATC lang = Garen 
Pi hr? b Pr er 5 2 ur \ 


0) 








Ei x 
b : eX — a’ 


OU no OX 
er — u 


ee 
a 


b 


Pour n= x on obtient l’integrale connue 


nt ' 
| —I1— ac”). 
2 ‚2 / 
, b’+a b 
x I .. 
Cet exemple correspond au cas ou f(x) est — arclang D’une maniere 


semblable on pourra transformer les integrales 


an Loı » f | L 5 
}; ba)? J I(b--z2)Lox, etc 


en deplagant = dans l’exposant ä l’aide des &qualions 


e194 x)e 


| a, eu | 
+ ertrebtdc, Ub+z) -/ I —ie 


() 





Berlin. Fevrier 18495. 





Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 2. 19 
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10. 


De Verreur qui peut se presenter dans l’addition 
de fractions deeimales retranchees. 


(Par Mr. R. Hoppe a Keilhau pres Rudolstadt.) 


Uomme on sait, on peut disposer du dernier chiffre des fractions de- 
eimales retrancheces, de maniere que la quantit@ negligee ne surpasse pas la 
demi-unite de ce meme chiffre, ou. ce qui revient au meme, que la fraction 
puisse devenir aulant trop grande que trop pelite, alin que, le calcul ter- 
mine, le maximum el la valeur probable de lrerreur resultante soient les 
moindres possibles pour le mäme nombre de chiffres decimaux. A l’ordinaire. 
lorsqu’il faut avoir attenlion a cette erreur, il ne s’agit que de calculer son 
maximum, ce qui en general n’a point de difficulte. Mais il y a aussi des 
eas, ou il est desirable de pouvoir laxer l’erreur probable, nommement 





si l’erreur eflectiive peut &tre trouvee apres le calcul, ei que l’on veut 
savoir d’avance, combien de chiflres decimaux il faul employer pour pouvoir 
compter avec apparence sur un resullat assez exact. Voila le cas de la so- 
lution des @quations numeriques. Ü’est la dite erreur, que nous allons deter- 
miner, dans le cas parliculier, oü elle resulte de l’addition, en fonclion du 
nombre des termes. Sa valeur peut eire exprimee tres-simplement par une 
integrale definie, dont le developpement en forme finie donnera peut-elre encore 
plus d’interet a cette recherche. 

Soit :o,(x) la probabilit& d’une erreur = .r, resultante de l’addition de 
n fractions deeimales retranchees jusqu’a m chiffres, et w, l’erreur probable: 


en aura 





LWn(2)OX 
i. ui #2 —, 
Swn(x)oxr 
ou les limites des integrales sont celles de l’existence de w,(x). Pour les 
determiner, il y a a remarquer que l’erreur x est toujours posilive, tout aulant 


si le resultat est trop grand, ou trop petit. Donc la limite inferieure est — 0. 


WERE N 7. 


Si l!’on pose « = 4.10”, x ne peut pas etre > na. Done les limites sont 
0 et na. Soit de plus S = +x la quantit@ dont le resultat est trop grand: 


il suit de la determination du dernier chiffre, que w,(S)=w,(—$), et que 
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la valeur moyenne des erreurs des resultats trop grands est en meme temps 
celle de toutes les erreurs. Comme de plus, ww, (.). quantit& infiniment pelite, ne 
peut eire represenlee que par le rapport avec une pareille quantite, nous posons 
w,(2)—=1. Or pour pouvoir y comparer w,(x). expression d’une proba- 
bilite sous des suppositions differentes,. il faut que le nombre des cas consi- 


‚nd P 
/ we.{2)02, 


0 


deres. exprime par 


soit Ja m&@me quantit& pour tout n; d’ou il suil que 


'na P- . P U: 
2. j DE ae / w,(2)0Xx — / 02a 
} o 


Done l’equation (1.) devient 


4 'na F en 
3. = — zw,(2)öOr = uf vw,(ux)ox. 
de « h 

0 [#) 


Passons ä la determination de :w,(a). La probabilite d’une erreur = 


positive ou negative, resultante de l’addition de a—r termes, est — w,_,(n): 
celle d’une erreur — 5—n, resultante de l’addition des r termes suivans 
entre eux-seuls, est = w,(S—n); donc la probabilite de la rencontre des 


deux cas est 


mas Aw,_,.(n } ıW, € a N). 
Or le cas de ceite renconire, 7; parcourant toutes ses valeurs possibles, est 
celui d’une erreur = dans la somme de tous les rn termes. Par conse- 


quent on a 
0.8 = Afın..inw, (non, 


integrale elant prise dans sa plus grande etendue. Pour trouver la con- 
stante A, integrons l’equation par rapport a 5 dans toute son etendue: il 


viendra 
Jw.&ös zum Afw,_,)önfw.( N) ÖE. 


Or on a en vertu de l’equation (2.) 


'na a Priee 'na or 6 
/ w,(E)05 = 2/ w,(5)085 = 2a, 


na 0 


'ra+n Pe‘ ih ’'r& “Ns 
w,($-—-n)05 = w,(5)05 — 2a, 


— rat n =)’ 


19 * 
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done 


2a — 2u4 Sw. )on = 2aA.2a, 


R - 
ZB (&) n u (m w E—n)on 
„\S cn . ( ‚W,.\s ; k 
/ da. n—-r\’ ? I/ l 


Posons r —=1. =r; on aura 





w,(s—7) =1 pur —a<e— n<a 
ou pour —a<n<r-a, 
w,.(S—n) = 0 hors de ces limites, ce qui donne 
4, W, =) — Dpr / w._ (N) on. 
KG 


Au moyen de cette formule la quantite =o,(&) se reduit, par des integra- 
tions faciles a elleciuer, ä wu, (), dont la valeur est connue. Cependant, comme 
ces inlegrations deviendraient ires-incommodes par la distinction de beaucoup 
de cas, nous eviterons cei inconvenient en exprimant ww, (7) par une integrale 
definie. qui conservera sa forme pour toute valeur de 7. En effet on a 
d’apres le theoreme de Fourtier: 


9» ı%. . »L “ 
f( 7 \ == ] COS p N ögf 9) cos G I ( IR) , 
0 


ST 
0 


sous la condition f{n)=f(—n). La fonction w,(n), comme elle remplit cette 
condition, peut elre substituee A f(n), ce qui donne 


2 u %a 
r \ w ws ” a er Q.27 
20,(N, - | cosyn Ip cosyFoH, , 
0 


0 





parceque w,($)=1 pour <a, et —=0 pour F>a. En eflectuant l’in- 
tegration par rapport a +, on trouve 


a 2 sinap . 
w,\n) = = cos p N u a 


0 
Faisons maintenant dans l’equation (4.) successivement n—=?2, 3, 4, etc. il 
viendra en vertu de la derniere equation: 
"sinap x+a r sin ) 
0, (4 e) — or cosynon = an.) cos EG Ö p, 


an, p 











x—a 


rer. 











u 2 ” /sinag\’ li 
w;(T) = - n. (& )ö % "cos npon = Zi Pr COSTYOY. 
0 
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En poursuivant ce procede, on oblient, comme il est facile de voir. 


sin agp\" 
w,(X) = uf ® a) COSTPOY, 


et en posant pour plus de simplieite z et ar au lieu de y et &: 





np 


’. . 2, (a2). = 





2) cOSs.2Y Ö p. 





Cette valeur etant substituee dans Pögustion -. on obtient l’expression sui- 
vante de la quantit@ cherchee 











2a sin 1 Rn w . 
6. = © 2 TCOSTYy or 
ar (a p\" npsinnp—1-+cosng . 
—— - CU. 
gt p p / 


ou bien, en integrant par parties: 


R 7 (7 ”„ 1—cosnp 
“ run — ÜÖ nn 
n 

. F P 


= ee pP sinpg—g@cosp 1—cosny . . 
Ben — ——(Y. 








2 


$ P 
Ajoutant cette valeur a la BE expression, multiplice par », on obtien! 


oh A _ na — "U nsinpsinng —eosp(l— cosnp) . 
(n-+1)w,. = = 





vg . 





T. 


Pour transformer encore cette expression, nous presenterons encore 
quelques formules, qu’on tire immediatement des proprietes de la fonction w,(#) 
mentionnces plus haut. En vertu de l’equation (2.) nous avons 


S az) O2 == 1; 


0 


done en exprimant w,(ax) par sa valeur (5.): 


2 ku ” 
74 (2 öpf coszyor — 1, 
0 
/sinp\"sinnp »_ __ 5 
—-0p = in. 
J ( e 4 F 2 








c’est a dire 





De plus, il nous est connu que w,(ax) est nul pour tout = — n; done 


“ sin p ß 52 Ze 
z ( > ) cosepöy —— PR 
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Integrant par parties. on obtient 














sine 
5 Zu osinzyp (depuis y=0 jusqua —=x) 
—e) sinzop . sing \r! sınrg . 
. ee cosg ———- 09, 
f f 
car la IR FE s’evanouit pour e deux limites.. On a donc 
sin gp \r' sin aq sing \" sinx@ . 
IA a cosp — Toy — -/ & E) 2 Op. 
P f 


ou 2 —_n; par u pour 2=n on a en vertu de l’equation (8.). 


.L ei n—l 
sın c sinn r 
/ ( E c0SY To p = 
« G 
0 




















Pr 
De plus, les equalions (7. et 6.) deviennent en vertu de (8.) 
2na sin g\r—1 1— cosn 
11 (n-1)w, = na er copy —z a AT i 
2a sin o\” 1— cosnc 
Fe a er I & / nn 9 p. 
gp" 
En diminuant 2 de 2. on obtient 
4 2a sin g\"=? 1— cos(n—?2)« 
W.\ n — 2) a — — 27 & r n: Fögy; 


et puisque 
1— cos(n—?2)p = 1— cosnp— (cos(n —2)p — cosny) 
— 1— cosnp — 2sinpsin(n—1)Y, 
ou le dernier lerme, ayant ete introduit dans lintegrale, donne 24 en vertu 
de lFequation (8.). on a 


sin g\"? 1— cosn 
12. mw... = na — — @& T ; 14 p. 
p 


Maintenant si l’on effectue par Fr ie de l’expression (11.). 
toutes les trois parties, dont elle consiste alors, ont des valeurs connues. En 
elfet il vient 








« 


2a ur As 
n + 1)w n’a- u sin"—"pcosp(1— cosny)O.y 


a en er ey” m 34 
2na Sl In 2P EN AN, 4 


2na f; sin p\"1 sinn « 
_ —— _——ö 
U € p u p v 





























$ 
; 
{ 
1 
# 
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rt 
ou Fon peut appliquer l’equation (12.) a la premiere integrale, celles (5. et 9.) 
a la seconde, et celle (10.) a la troisieme, ce qui donne 
(n--I)w, = m®a— (n—1)(na— w,_,) + nw, (0) — na, 
ou bien 
13. (na+1)w,.— (n—1)w,_. = naw,(0). 
Ayant ainsi reduit en forme algebrique les quantites ww, a celles ww, (.w 
nous passons ä chercher en forme finie l’integrale qui exprime la derniere 
quantite. En integrant par rg on trouve 


je *ye [ (=®) .; u 
be 0OSTOO00 = sro ©vt 

= POY% an 032909 
0 


»% m n—1 ui z « 
/ G 2) IN cos pcosep — csingsin zyptög 
f 


- i 24 
Ti. ” cos(z -Nyog; 














s—i. 


nl EN os —1)por- 


dest a dire 











2(n—1)w, = (ar) = (n— r)w,_‚(ar — a) +(n+r)w,_, (ac + a), 
ou bien, en posant 

, n , 
1.2... (n—1) I: 
(2) = (Rn — Ehe) Rn+ zw 


Cette equation est statisfaite par la valeur suivante de la Baien f: 





ı. las) = #): 


kan 
15. la) = F(—N'n.(n — 2k— ec)" w(ak—n-+ x). 


ou vw designe une fonction arbitraire. Car substituant cette valeur dans le 
second membre, et posant en m@me temps dans sa derniere partie A—1 au 
lieu de k, on a 


n— (ce 1) (nf, (2 +1) 
kn 
ZN _ ii, Keep 
—— 


Maintenant, puisque 
(n— a)(n—1),— (n-+-z)(n—1),-ı 
— (n—?k — a)\(n—1),-+(Rr —1),_,!- 2k(n —1), — (?2n — 2k)(n—1),_, 


— (n—?2k— ı)n,, 


on voit que la somme exprime la valeur suppsee de f, (2); comme cela doit etre. 
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Posons a1, pour determiner w, il viendra 
2w,(ar) = fi(2) = v(e—1)— v(z-+1). 
l,e premier membre etant nul pour 2 >1, on a 
v(2-+?2) = w(r) (2 >00). 
par consequent aussi 
w(£--2v) = v(E) (2 >0). 
ou v est un nombre entier positif quelconque. De meme, w,(axw) etani nul 
pour = —1.ona 
v(e—?R) = yv(z) et 
v(2z —Rrv) = v(X) (C<0). 
Maintenant si o est une quanlite comprise entre O et 2. 
Zw, (aa —a) = Rr? = v(o—?R2)— w(o). 
Donc. en posant 2 —=0_--2u, oü « est un nombre entier quelconque, on a 
v(2) = vo) (@>0), 
v(z) = vw(e—2?) = v(o)+2 (2 <0). 
Soit d’abord n un nombre pair, on aura 
v(2k—n-x) —= w(o), 
sous condition 2A—n--x2>>0, ou bien 
k < In —u—to > iIn—u—l. 
v(2ak—n-+-x) — v(p) +2. 
sous condition 2ZA—n-xz<-Z0, ou bien 
k<An—u—Lto < 4n—u 


Done en substituant cette valeur dans l’equation (15.), on trouve 


kun 
f; T) — w(0) - (—D’n(n— 2% - BE ) 
u 
+2 = (—1)'n,(n — 2k — 2)"!, 
z —= 2u-o. 


Quant a la premiere somme, il est connu qu’elle est nulle. En posant 4» — u —1 
au lieu de «. on obtient 


A 


f„(a — 231), N; (n—2k — x)", 


ou w est compris entre a et n— Qu. Sin estimpar, il yaa 











TEILTE 1 


R 
| 
| 
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mettre og-+-1 au lieu de 0, et 2—=g+2u 11, parceque w(2k—n--x) prend 
’inerement 2 aupres d’une valeur de x entiere et impaire. Enfin on substituera 
3nN—u—} & u pour parvenir au meme resultat. D’apres l’equation (14.) 
on a maintenant 


| Yan 1 ku f 
w,(ar) = — 2 (—1)'n,.(n — 2k — r)""' 
ENG) 3... %- Di. k\ 





n—Ru—r2 <ıu <n—Ru. 
et puisque cetle expression n’est pas discontinue, la ou w tombe dans une de 
ses limites (car les termes survenanis sont d’abord nuls), il est permis de poser 
n—Au—2 = ı =n—2u. 

L’expression de w,, en forme finie, peut maintenant etre trouvee de 
plusieurs manieres; soit en developpant une de ces integrales, par lesquelles 
cette quantite a Ele representee, soit en la ramenant au moyen de l’Equation (3.) 
ou de (13.) ä l’expression de w,(x). Si l’on substitue celle-ci dans l’equa- 


tion (3.). on obtient 





I9—rtlgq ’n ’ k=u q)% 7 h 
vw. — zox zZ (—1)n,(n —Rk — cv)". 
1.2...(n—I1) r ku In f 





Pour rendre indöpendante de x la limite superieure de la somme, on peut aussi 
ecrire cette equation comme sult: 
2-ntlg nn Ad, 


/ k ‘ a 4 ‘ E in l 
u? — 2 u \ 1 n T( Mn n u 21 Be A A “ 
ua 1.2...(n—1) ; R Y vr. ‚ ’ 1 





—0 
ou ilyaa faire A,—=1 pour u—%k, et A,—=0 pour w«<{k. Mais comme 
rest —n—Ru, A, esinul pour 4(n— x) <-k, ou bien pour e>n — 2%; 
donc la limite superieure de l’integrale est = n — 2%k. Mais la limite inferieure 
etant zero, A ne peut pas etre —>4n; donc 4n sera la limite superieure de 
la somme; ce qui donne 


Y9-n+lg k=4n n—?2k a , ’ : 
w,. = > Aa vorn - 2k— x)". 
1.2...(n—1) 10 





{ 1) 


Or on a 


2; u in a z Pt mn n—2k— z)rt! 
Srörn— % 2 u (n—2k — x) BE; 





par consequent 
ii , (n —2k)r +! 
\p Aa VEN n—i — h 
$ zor(n —R2k— x) rt 


0 





Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 2. 20 





150 10. Hoppe, de la sommation des fractions decimales retranchees 


Comme cette quantite evanouit pour A=#n, on obtient, la substitution faite: 
9—n+1 =#(n—1) 2 i . 
"7. 1.3... 2 (Inn — au)". 


Sin est tres- grand, cette formule qui donne ce qu’on cherche en tres- 





srands nombres qui se detruisent jusqu’a un petit residu, n’est pas bien propre 
au calcul approximatif. Il y a donc ä desirer une expression approximative 
de la meme quantile, qui soit d’autant plus exacte que n est plus grand. 





‚ . ( i 
Partons de l’equation (5.). Elle donne, en posant nA au lieu de g: 
= Lars) n ” 
Lo 
w„(ar) = El ( sin ) cos IT dp. 
zyn yn 
pour 2—= x 0na 
nn. . Fu 
p yn 
done ces quantites differeront tres-peu l’une de l’autre pour de tres-grands n, 
' p ' 
meme lorsque 7, @ une valeur sensible, parceque toutes les deux sont alors 


tres-petiles elles-memes. En remplagant l’une par l’autre, on obtient une 
integrale dont la valeur est connue, savoir 


3x? 


X 
10° ID is 
/ e °7 cos 7, ö0p = : 4y(6m)e ”", done 
3x2 
Pie 
we.) — r% . 


et suivant l’equation (9.) on a: 


u ay- S zone ® 7) Vu e 3”) 
an — I— ) ” rn — — 2 . 
r | NT Int 


La quantite e”°" peut eire negligee avec d’autant plus de raison, que le reste 
est tres petit lui-m&me. Posons en outre, pour diminuer cette erreur, 2-+ 7}, 


au lieu de »: il sera sensiblement 
2ö0n+2 


w, = 17 } 
3orı 


Dans la table suivante les valeurs de w, exactes ont et@ rapprochees 
avec celles de cette expression. 











| 
| 
! 
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. hi u /20n +2 
==  30r 
1 4 10,9 0.485314 
2 3» | 0,66667 0.66756 
3 13 | 0,8125 | 0,81107 
4 14 ı 0,93333 | 0.93276 
5 1199 | 1,04080 | 1.040831 
6 239 | 1.13810 | 1.13774 
TI oa | 1,22774 | 1.22746 
g 1487 | 1,31129 | 1.31106 
9 | 33354154 | 1.38982 | 1,38960 
10| 223223 | 1.464416 | 1.46400 
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11. 


Remarques sur les reduetions de la fonetion Gamma, 
et sur la definition de cette fonetion et des facultes 
analytiques par leurs proprietes. 

(Par Mr. R. Hoppe a Keilhau pres Rudolstadt.) 


Legendre a, dans la partie IV section Ill de ses exercices de calcnl 
integral, indique le procede, pour reduire la fonction /'(x) dans toute son 
etendue A ses valeurs comprises dans un tres-pelit intervalle de x. Mais il y 
emploie de calculs superflus. Le procede peut £ire simplifie, comme il me 
parait, en deux points. 

En premier lieu Legendre se sert de la formule 

" Ka)r(@- =). ei (2 Men} BR (Am)ir—V) Tax) 


n n7x3 








pour 2 — 2,3,.5, pour reduire l’intervalle fondamental jusqu’a l’etendue de 4. 
Je ferai voir, que l’on peut atteindre le m&me but a l’aide de deux equations 
fort simples en l’employant pour n — 2. 

En second lieu son procede de reduire l’intervalle jusqu’a 4 exige un 
nombre indefini de repetitions. Je donnerai un systeme de cing equations, 
qui offrent toutes les valeurs de la fonction, immediatement reduites au meme 
intervalle. 

Voila les equations dont il y aura ä faire usage: 





7 
+) v/ »\ Y BR » ae 
2. Ka)Ti—2) = —, 
nn. 2yn 7. 
3. Iz)Iı-ı) = 128), 
v/ r I y vs<c 2 3 4. 
1. Ka)ld+@)I442) = SEITE). 


l. 
Posons dans l’öquation (2.) 4(1+ x), et dans (3.) 37 au lieu de z, 


et eliminons Z'4(1--z)): il viendra 


er 
>. (x) u Y® 142) 





21-xcostın T4(l— x) 











gm 
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Tandis que 2 parcourt ses valeurs depuis 4 jusqu’ä 3. le second membre ne 
contient sous le signe 7’ que des quantitös comprises entre 4 et 4. Donc. 
cet intervalle suppose connu, il ne reste ä y reduire que celui depuis 0 jus- 
qu’a 4; ce qui se fait par l’equation (3.) elle m&me: 
I’) — a 
(4%) 
Car, pour 2 <#, I'(4+x) est toujours connu, et /'(27) peut &ire pareille- 
(4), 7(8x), ete.: quantites, parmis lesquelles il existe tou- 


Y 


ment reduit a / 
jours une, qui tombe entre /'(4) et /'(4); intervalle fondamental. 


ll. 
Posons dans l’equation (9.) 4— 2x, et dans (3.) 3—+.x au lieu de «, 
et eliminons /(4--x) et [(3-+-x) entre ces deux @quations et (4.): il viendra 
2-2 g/m I(x) I(4— x) 


). (Sr) = — 
u (3) sin4+x)zsin(4#—ı)n I(4— a) I(4—2r) 





Maintenant nous aurons le systeme suivant de cing @quations, dont les trois 
premieres s’obtiennent des equations (6, 5, 3), en y remplagant = respecti- 
vement par 32, 1—2xr, 2 —4, tandis que la quatrieme resulte de l’appli- 
cation de l’equation (2.) a la premiere, et que la cinquieme est cette equalion 


elle mäme: 














5+2x 

(2) = - u 3-iyr T432) 14 —32) ir < 3 
sin I +2) rsin l—a)an Dt) 3a) ” 

4*y/Yn I(4—e) in 
= ul Br 
sinen I'1—?2r) 18 2 

I(x—}4) a 
m I-x 7 2, 1 << r<3 N 
ll ie I(2x2—]1) IE 8) 
_—_ YasintensinIi+e)i)n [AST —4) (5 un 
235g sin.en Ta-42) Try) 7» 
st 1 


m Fu; . 1}. 
sine I(1—x) 14 J 


Ici toutes les quantites sous le signe 7‘, excepte le premier membre, sont 


comprises entire O et +. 














Il serait difficile de trouver, par la möme voie par laquelle on cherche 
les formules de reduction, jusqu’a ou l’intervalle fondamental puisse &tre diminue. 
Peut-ötre l’argumentation suivante conduirait elle plutöt a un resultat. Legendre 
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a exprime comme suit, le nombre des quantites parmi les an —1 quantites / —), 
H 


(2 Jar ( n—1\ . . A . . 
\ } | - 560 ’e Ile . E 7 . N 
I —). iv ) I\ ) qui doivent eire connues, pour en pouvoir tireı 


7 N 





les valeurs des autres: ce nombre est 


ou @. P» Ys ».. sont les facteurs premiers inegaux de n. Un voit par cette 
expression, que ce nombre, divise par n, est le plus pelit, si n est le produit 


| 
u 





de tous les nombres premiers 2.3.5.7...». Concevons done que toutes les 
quanlites comprises entre OÖ et 1 soient des fractions de la forme 
m 
E97 BT 


p elant inliniment grand: le plus petit intervalle de /'(w), a supposer connu. 
sera egal a la limite du produit 

1—4)1—Y)(ı1—4(i1—H).... 
quantit© qui exprime en me@me temps le nombre des nombres premiers a n 
et plus pelit que n. Cependant, en tant que je sache, le probleme de trouver 
la limite de ce produit n’a pas encore ete resolu; et m@me il est douteux, si 
elle est nulle, ou non. 

Cette question inllue sur la theorie des integrales Euleriennes, en tant 
quelle demande a decider, si les @quations (1. et 2.). avec celle-ci 

ı. Flat) = zffle), 
c'est a dire toutes les relations algebriques ensemble, peuvent servir de defi- 
nition de la fonelion; ce qui serait ainsi. si par un ou par plusieurs inter- 
valles, dont la somme est infiniment pelite, on pouvait calculer tout le reste 
des valeurs. 

Supposons en atlendanl, que la fonclion soit completement determinee 
par ses relations en forme finie, et examinons, quelles d’entre elles sufli- 
raient a sa definition. En premier lieu, il est aise de voir que l’@qualion (1.) 
ne peut y manquer, puisque les deux autres @equations (2. et 7.) laissent tout 
a fait indeterminee la fonetion dans un intervalle de 4. Mais l’equation (1.) 
peut elle-meme eire salisfaite par la substitution de differentes fonctions au 
lieu de /'(x): fonelions qu’on peut comprendre sous la forme commune 

5 bie (Asin’en) IE). 


ou db, e et « sont des quantites arbitraires. et oü .’ designe le plus grand 


nombre entier < .r. Pour A=1. e—1 la mäme substitution satisfait aussi 
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equation (7.), et pour «= elle remplit l’equation (2.). Donc chaque paire 
d’equalions admet la substitution de differentes fonctions, et ce ne sont que les 
trois equations ensemble, qui sont exclusivement satisfaites par /'(x) lui-meme. 
et peuvent servir de definition. 

Mais les @quations (2.) et (7.) peuvent aussi etre remplacees par la de- 
terminalion de deux valeurs particulieres de la fonelion, p. ex. 


g, I(z,) a Yı 10. I‘ (2) ke ya. 


- 


Done la substitution de l’expression (8.) ne peut avoir lieu que sous les conditions 
a et | 
6973.69 (Asia e,n)" —= 1, 


ber 


11. 


cc": (Asm’z,n)” — 1. 

Il s’agit maintenant de chercher des valeurs de x, et x, telles, que ces 
equations ne peuvent @ire remplies que pour d=1, c—=1, ae=0. Si la 
seconde @quation manquait, il n’existerait aucune valeur de x, de cette sorte: 
car, si 2, —4>0, la premiere equalion serait remplie par un c quelconque. 


Me 


en posant e—=0; b=.c*”, et, sis u —4=0, par un 5 quelconque, en 








posant e=1, @=0. I faut donc determiner au moins deux valeurs par- 
ticulieres de la fonction. 

Si de plus z, et .r, etaient des fractions, sin serait different de zero; 
done pour un « quelconque on pourrait trouver des valeurs de db et ec qui 
satisfont les deux equalions, except@e dans le cas oü les exposans ou de db ou 
de e etaient nuls: cas ou pour une valeur quelconque de ce möme radical, les 





valeurs 5 ou e=1, @=0 satisferaient l’equation. Par consequent il faut 
que x, ou x, soit un nombre entier. 

Soit done 2, —=m, 2%, sera = m—1:; « ne pourra etre que = - U 
En eliminant 5 et c entre les deux &quations, on obtient 


5 ı P 
x—4 m: x, u 
Ka un - 2 4 
b % m—i __1: ec u 
“ - 








ou il faut supposer tous les quatre denominateurs differents de zero. Pou 





faire dbetec —1, il faut et il suffit de poser 
2.3 Mm—z —_ N\ | 
7 ——; ou bien 
er OT a 
& 
IT, a 2 > 1 “ 


37T 2) 


Cette condition est toujours remplie 1°. si 2) >m—1; car le premier membre 
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est alors — 1. le second membre ——1, et dans le cas oü tous les deux sont 
I. x, devient = m; 2°. si x, est un nombre entier; car alors on a 

> ' a | u rg 

x, .ozm. 2%, zm—1. er roh 5 


Considerons encore les cas ou 2&,—4 ou z, ou m—1 est nul. Si 


27,30, .r, est = 0, l’equation (11.) devient identique, et il ne reste 
qu'une £qualion determinante. Si ala fois 2, —=0 et m—1=0, les deux 
equations sont remplies par 4»—=1, pour un c quelconque Si au contraire 
parmi les trois quantites dont il s’agit, x, ou m—1 est nul lui-seul, il suit 
h Il et ensuite e=1. 

En rapprochant les resultats de ces considerations, on voit que les 
equations (1., 9. et 10.),. ou x, designe un nombre entier, peuvent servir de 
definition de la lonetion /, si une quelconque des conditions suivantes est 
remplie: 

I’. Que x, soil un nombre entier:; 
2°. Que x, soit une fraclion > a, —1, et en sus >1, si ©, = 1; 
3°. Que 7, soit une fraction <<. — 1, excepte les valeurs de la forme 


A 


U 4-57 —— , oU u designe un nombre entier quelconque < .x,. 
y- 2 (X, ae 1 ) leo) 





l,a demonstralion de cetie remarque a eie fondee sur la supposition. 
que lexpression (8.) est la plus generale, qui satisfait l’equation (1.); mais elle 
prouve rigoureusement que les @qualions (1., 9. et 10.) ne peuvent pas servir 
de definition, a moins que les conditions, que nous venons d’exposer,. ne 
soient remplies. 

Nous nous contentons de juslilier cette supposition par le succes dans 
un seul cas; savoir en posant &,—=1, 2» —=2, et de demontrer quil est pos- 
sible de tirer des @quations (1.. 9. et 10.) toutes les proprietes de la fonction /. 

Seit done /'(a) une fonetion, continue depuis «—=0 jusqu’a « —x. 


et qui satisfait les trois equations 





j ” 1 n—1 anyatr—l) | 
12. Ka)l(a- — .. Tla+ =) =: -——— ]'(na): 
on n nn 
Kl Fl 
Posons «-- — au lieu de «, et divisons l’equation resultante par l’equation 
N 


primitive: il viendra 
IKa+1) Ina) 





Ma) er n IT (na) 
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par l’autre les deux @quations ainsi obtenues, il viendra 


mt ) 








(a + 1) 
21() a «) 
Mm 
(Cela donne pour u=1: 
) z 
At . I) 
n rc 231 —_ TA 
m 
. . n R . r j 
Gomme la fraction - est arbitraire. il suit: 
m 
!'(a-+1) = ual'a). 


Appliquant cette formule aux /’ dans l’equation (12.). 


logarithmes. on obtient 


kz,n—l 


= WA (a+1+ ")—1a+- r— | 


4 
Differentiant par rapport a «, remplagant a par 


Il (na- 1 














oLI (a) j 
m vida) 
od vr 
et divisant - n, on trouve 
k=n—1 Hk — 4 
” l / \ 
= —y (14! + — y(a+l)— — — In. 
nur u 0 her | a 
u +1 ER 
Orona n= =; done, comme — detruit le premier lerme 
k=1 ‘ 
de la seconde somme, il vient 
= [ 2 k nz. I) 
— ji == V(a- 1) — u —— We Fee 
AU k=1 h a7 h 
.. a+k 1 
Si l’on pose nA. —=r, ——Ör, le premier membre. n croissan! 
n 


l’infini. devient 


= / yii +2)ö2 = II(2) IT) = 0. 


0 
donc on a 


k=x k r 
w(at1) = 5 a sn 2 
ku=i h a+h 
Urelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 2. 3] 


en 
Posons ici — la place de a, ensuite encore m au lieu de r: 


Aa — naln - 


posant pour plus 
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en divisant lun« 


- 
— 


ei passanl aux 


const. 


de simplieite 
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En integrant par rapport a « et a parlir de «=0, on trouve 





—( j7k+1 -k 
2. v7 adrRl 
II (a--1) z lal-—- —ıI—, 
r k=1 h k 
et en repassant des logarithmes aux nombres: 
1.2....k(k+1)' 
IXa--1 — . LI Rum}; 
(a -A)\(a+2).. .(a Lk) ) 


equaltion dont Gauss a deduit toutes les a de la fonclion /'. 

\pres avoir prouve la possibilit@ de definir la fonetlion Z/' par ses re- 
lations en forme finie, nous allons en faire une application aux facultes analy- 
iques, dont la theorie, düe A l’editeur de ce journal, a et& fondee par lu 
sur une definition par leurs relations en forme finie, que nous transcrivons. 


pour les reduire aux relations de la fonction /" 


les facultes analytiques ont ete definies comme fonctions de trois va- 


riables f(w, x, y) qui salisiont les trois @equations 


fü a,y-+a :[(wa,y)f(u+ıy, 2, u) 
13. f(au, ax, y) = efiw,z,y) 
vr u. 2. DD = 


l,es deux premieres de ces @quations sont remplies en posant 
u, 
IQ — +7) 


@) 


olı g designe une fonction arbitraire d’une variable. Cette expression devani 


14. ra 0,Y 


statisfaire la derniere &quation, la fonction g est soumise a la relation 


(%ı4\ - bi 
4 gr _ ) — —y (- -) ou Dien 
py(c—1 Tp(L). 


Par consequent toutes les fonclions de la forme (14.), ou la fonction y jouit 
de la propriete de la fonclion /' exprimde par l’equation (7.), sont comprises 
dans la definition des facultes, et jouissent des m&mes proprietes, qui suivent 
de la dite theorie. En particulier on a donc 


u .„ N 











(z) 














11. Hoppe, sur la fonetion I 159 


Cherchons les relations, qu’il faut ajouter a la definition f, pour en 
exclure toute autre fonction. 
En premier lieu il suit de nos recherches relatives a la definition de 


la fonction 7, qu’elle n’est pas possible sans que la fonction y a satisfasse 


. r ’ A . \ x 0 
l’equation (1.). En faisant croitre % successivement de —, et en multipliant 
ıt 


les valeurs de f' correspondantes, on oblient sans diffieulte, en vertu de cette 
equalion: 


n—1 


16. fu, y)f(u + —, T, y)/(u Ri rc, y) an (u | — T1,1,Y) 
wer au | 


N HK 
= (u, —, ny.). 
N " 
Mais comme les @quations (1. et 7.) se trouvent l’une et l’autre remplies en posanı 
(sin er)‘ / (x) au lieu de /'(r),. il suit que les equations (13. et 16.) le 


ef U h Ba fu \ 
sin? (* 2 y) vl (— R' y) 
. KL A 
/ ( Ü 5) Me 2) y) — — — m © 


ar 2 fu 
sin’ — I\ ) 
: % R. 


Done pour faire que @ soit —=0O, il faut determiner une valeur de f telle. 


sont. si l’on pose 





. . . . . . . u . 

que le radical de la puissance arbitraire soit nul, c’est a dire que ——+Yy soil 
KL a 
. U . 7 D 4 > r 

un nombre enter, et — une fraclion, qui ne peut eire que 3, 3, 3. etc 
KL 5 x 


. f U . . ) 0. 
puisque sans cela r(=) n’est pas exprimable en forme finie. Posons donc 
KK 


U (A 1 
+yv—-1. ——1, on aura 
a j Er} BE 





. fs => | = 


et les equations (13, 16 et 17.) pourront servir a la definition de la fonction 
individuelle, que l’equation (15.) exprime par les integrales Euleriennes. 


Berlin. 26 Fevrier 1845. 
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12. 


Notice sur un manuscrit Arabe d’un traite d’algebre 
par Aboul Fath Omar Ben Ibrahim Alkhayänıi, 
eontenant la construction geometrique des 
equations eubiques. 


(Par Mr. I. Woepcke, priv. doc. a l’universit@ de Bonn.) 


b 

Lies oeuvres des illustres math@matieciens, que la Grece a produits 
pendant l'espace de six siecles, ont ei@ presque continuellement l’objet de 
travaux savans. Des le commencement du moyen äge, jusqu’a nos jours, elles 
ont eie traduites, commentces, publiees, souvent par des geometres, qui eux- 
memes avaient une haute celebrite. II suffira ici de rappeler les noms de 
Vassiır eddin al Thusi, de Bachet de Mezeriac, d’Halley,. 

Les decouvertes importantes par lesquelles le genie Arabe pendani une 
periode d’une semblable durce. a enrichi la m&me science, n’ont pas ele assez 
heureuses pour s’atlirer une pareille attention. On est möme alle jusqu’a sou- 
lenir, que les Arabes n’avaient en general rien invente, ou presque rien au 
delä de ce qu’ils avaient puise des auteurs Grecs, traduits en Arabe depuis le 


temps des khalifes Haroun Alrachid et Alımamoun. Des recherches soigneuses 





et etendues meneront probablement a des resultats fort differens. 

La nolice presente reussira peul-elre a en founir une preuve, en de- 
montrant,. que les Arabes ont systemaliquement developpe un probleme, dont 
chez les Grees on ne trouve que des traces eparses, et dont la resolution 
moderne est censee faire grandement honneur aux genies de Viele et de 
Descartes. 

J’avais Irouve le trait® Arabe, dont il s’agit, cile deux fois, comme 
contenant probablement la resolution des &quations cubiques: d’abord par 
Montucla, ensuite, dans une disserlation de M. Garz, sur les commenlateurs Arabes 





d’ Euclide, ce qui me fit desirer de pouvoir l’examiner moi-meme. M. Freitag, 


dont l’illustre direction m’a guide dans l’etude de la langue Arabe, eut l’in- 
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signe bonte de se faire envoyer en ma faveur de Leyde le volume manuseril. 
orand nombre de memoires, traitant de differens objets 


oO 


dans lequel, parmi un 
mathematiques, se trouve aussi celu d’Alkhaydmi *). 

L’identite de ce traite, ainsi que la haute estime dont il jouit chez les 
Orienlaux, sont constalces par Haädji Khalfa, qui en cite le commencement. 
Des raisons qu’il serait trop long de detailler iei. prouvent qu’il ne fut pas 
ecrit avant le milieu du onzieme siecle, ni apres la fin du qualorzieme. Mon- 
tucla cite un asironome Omar Cheyam, auteur de la nouvelle forme d’inter- 
calation, introduite chez les Persans en 1079 par Geläl eddin Melır- Shah; 
je n’ai pu encore verifier s’il y a identit@ entre cet astronome et lauteur du 
traite dont il s’agil. 

Je vais maintenant donner un apergu suceinet de ce que ce lraite 
contient. 


11. 

L’auteur commence par esquisser en quelques lignes l’histoire du probleme 
des equations ceubiques. depuis Archimede jusqu’a son propre temps: il y trouve 
occasion de nommer deux celebres geometres Arabes: Almdähami et Abou 
Djafar Alkhazin dont d’ailleurs la memoire nous a el& conservee par fe 
Tarikh al Hocama chez Casiri.: 

Suit une dedication au grand-juge Abou Tähir, et apres cela lintro- 
duction proprement dite du traite d’algebre, contenant les definitions des notions 
fondamentales de cette science. 

Ces definitions sont assez interessantes, parcequ’elles font voir combien 
la philosophie d’Aristote a influe sur la science Arabe: on y reconnait la 
terminologie du grand Stagerite; il s’y trouve meme des passages, qui ne 
sont intelligibles qu’a l’aide d’une connaissances exacte de son systeme. Üelte 
erudition metaphysique distingue favorablement notre auteur de Mohammed 
Ben Mousa, qui n’en oflre point de traces. 

Je remarque qu’en general on doit accorder a Alkhaydmi un rang 
superieur a celui de Mohammed Ben Mousa ou de Behä-Kddin, vu que 
les trailes de ceux-ci n’ont pour but que linstruction des commencans, tandis 
que celui d’Alkhaydmi porle un caraclere plus eleve, effleurant seulement les 
questions d’une portce inferieure; appuyant sur les diffieultes reelles, eitant 





*) Je ne saurais manquer de reconnaitre ieci la liberalite bienveillante avec laquelle 
M. M. le bibliothecaire en chef et le conservateur des manuscrits de la bibliotheque de 
Leyde se sont pretes a ce desir. 
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les travaux des savans conlemporains, corrigeant parfois leurs erreurs, ne 
donnant jamais des exemples en pure illustration des theoremes proposes, & 
moins quils naient une certaine celebrite historique. Ce n’est pas un des 
livres. qui reproduisent ce qu’on sait dans une science, mais un de ceux qui 
en reculent les bornes. 

introduction de l’auteur est terminee par le tableau suivant des @quations, 
dont il va donner la theorie. 

„KEquations sunples. 


I ee 0 o, 3. a =r, 4 be=r, 5. be=r), 6 ar, 


„Ei y ualtons com posees.” 


ı. &+br =a, 13. -+bz =a 19 r—- cr +bce=u, 

3. z-+a bz, 14. z&-a =bdr, 20. ter +ta —=be, 

9, br-a 2, 15. ba-+a 7, 21 &+b2e ta =cı, 

10. ’--er db, 16. -+ca@=a 2. c&+br ta =, 

11. = -+D5r 2, 17. rs oh, BB ee —brz-+a, 

12. ee -+br », 3 + ar, 2% +0: — cr -+u, 
235. & ta = ca’-+be. 


les equalions (4—6,. et 10— 12.) sont ramenees aussi par des procedes 
ocomelriques ä celles qu’on en deduit en les divisant par x ou =”. 

On ne Irouve pas dans ce systeme, complet a cela pres, les &quations 
suivantes: 

zt+a=0, A +a=0, -dr+a—=0, tal, 

oe tbrra—=0, Arc t+a=0, Pte +br+ta=(0, 
a, b, e elant posilils; ces formes impliquent un contresens pour les mathema- 
ticiens Arabes,. qui regardent comme impossible la resolution d’une @quation, 
des qu’elles n’admet pas des racines posilives; aussi cette maniere d’ecrire 
les equalions, due au genie d’Harr:ot, ou la somme de tous les termes, formant 
le premier membre, est egalce a zero, est-elle essentiellement oceidentale 
et moderne. 

la resolution algebrique et geomelrique des equations carrees rassemble 
a celle donnce par Mohammed Ben Mousa; cependant Alkhaydmi deduit sa 
demonstralion geomelrique avec beaucoup d’elögance des propositions d’Euckde: 
Elementa II. 5, 6. V1, 28, 29, Data 58. 59. Cette methode a @chappe ä 
Mohammed, et pourtant celui-ei, vivant a la cour d’Almamoun, devait connaitre 
les Elömens d’Euclide traduits en Arabe deja du temps de Haroun Alrachid 


par Hedjadj Ben Yousouf Ben Matar Alcouphi 
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m. 

La resolution des equations cubiques, qui se trouve a la suite de cell 
des equations carrees, et qui oceupe la partie principale de ce traite, nest pas 
une resolution proprement dite, a la maniere de celle qui porte le nom de 
Cardan, mais une construction geometrique; aussi l’auteur deelare-t-il expres. 
qu’il lui a et& impossible de les resoudre d’une autre maniere et quiil abandonne 
aux gcometres A venir, le probleme de leur resolution algebrique. 

Avant de passer ä cette construction geomelrique des equations cu- 
biques, nous allons en exposer en peu de mols les prineipes analyliques, tels 
qu’ils se presentent du point de vue moderne. 

Etant donneces n equations respectivement du degre p, 9, r, 7 
renfermant r quantites inconnues, en eliminant entre ces equalions a — I in- 
connues, on obtiendra generalement une &qualion du degre p.g.r...w qui 
ne renfermera qu’une seule inconnue. 

Lorsque le nombre des @quations donnces, et des inconnues quelles 
renferment, ne monte qu’a deux, leurs degres respectifs etant p et g, l’equation 
qui resulte de l’elimination, sera du degre p.y, et aura pour racines les 
aleurs des abscisses des points, oü se rencontrent les deux courbes planes 
representees par les @qualions donnees, 

Les coefliciens de l’equation produite par l’climination, sont des lonclions 
des coefliciens des @quations donnees; on pourra done se servir des rela- 
tions qui existent entre ces deux systemes de coefliciens, pour determiner les 
coefliciens des n @quations, qui renferment les r inconnues, de maniere a pro- 
duire par l’elimination une &qualion proposee, dont le degr&e cependant ne doi! 
s’elever au dela du produit p.g.r...w. 


Soient donnees les deux @quations du second degre: 





1. ey’ + Pye ya dy+eetp = 0. 
et faisons 
m, „BP —-eoh ma = Pır — Pr 
PN ’) > 
a = ei En = Bi ) ) 
\ \ Ei A) w; ( € .. ( €, 
11. mn, — 10 —od, 9% —= Ay—PYı 


mM, — GE — GE 
' vv — yıd — yo, 


mM; — PP — OP, 
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Ce: m) —m;n, 
GC, = 22mm, — m,n, — m,(Nn,. —v) 
1. <C& = (m) -- mm; — m, (n, — v)— m, (n,-+ ww, 
j‘ ı = im,m, — m; (n, + ıw,) — m,w, 
’ 2 
C, m.) Mm, Ws; 


lequation qu’on oblient en Eliminant y entre les equations (1. et 2.). sera la 
suivanle 

3. Gr+-6Gr.°+6G2°+G2+6 = 0. 
Pour rendre l’equation (3.) idenlique avec une «&qualion cubique proposee 
a’ c0 be ad, il suflira de determiner les coöfficiens des &quations 
(1.et2.) a l’aide des relations (I. et II.), de maniere a faire evanouir Ü, et 
a rendre C,, C,, C,, C,, respectivement proportionnels a 1, c, b, a. 

Les equations (1. et 2.) representent deux sections coniques; on pourra 
done construire deux sections coniques, dont les points de rencontre ont pour 
abseisses les racines d’une equalion cubique proposee; on arrivera encore 
a ce but, d’obtenir les racines d’une &qualion cubique proposee par une con- 
struction geomelrique, en laissant carre-carree l’equation, qui resulte de leli- 
minalion, mais en determinant les coefficiens de maniere que, divisee par un 
de ses facteurs, elle se transforme dans l’equation cubique proposee. 

Comme pour cel effet on peut disposer de 12 quantites, afin de donner 
a 5 fonetions de ces quantites des valeurs determinces,. on pourra satisfaire 
en outre ä des conditions arbitraires, qui contribueront a rendre plus elegante 
la resolution du probleme; on pourra entre autres donner a 7 coelfliciens des 
equations (1. et 2.) les valeurs O ou 1 (de maniere cependant a ne pas dimi- 
nuer le degre de ces &quations). 

1" Exemple. En posant 

a —=]1. » ==), 0 = 0; Gi, 0). I, — 1. y= VD. Ö, a, 
on obtient 





an, = —1, m, = MM Z=—N N=Y mE hp; 


& 
le reste des quantites (I.) s’evanouissent; et par suite 


q, 


Ceux des coefficiens qui restaient d’abord indetermines, prennent donc les va- 


C, : €, [0 &- I. Er _—- 28,91; L.==9- 


ar 
#3 


‘ - Ü Y ’, Y 
leurs suivantes: y=Ü,, e=[;,, 1, = +57, = G.— 0 , = tYe.. 
9 


2yt, 


\ A \ ) „ce Wan : - EB je 
En meme temps G,—=1, GG —=cH+$, ,—=b+c, G=a+bs, G,=us 


sont les coefficiens de l’&quation carr&-carree, qui, divisee par le facteur 2-+-S 
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devient identique avec l’qualion cubique proposee; 5 etant une quanlite arbi- 
traire. nous en disposerons A donner une forme plus elegante aux expressions 


a 


que nous venons d’obtenir, ce qui se fait en posani S—= 7; nous aurons 
2 
G_=-- ob . EB, = d’oü lon tirey=1. &= 7 c 
6, zus +yb, DE — ‚pp, = 24 
2" E.xemple. Posons 
B=B, dh, ah, sh, Amt, eh, =, 
il vient 
m —y, m; ——old, = —yd, wide; 
les autres quanlites (].) s’evanouissent; done 
Dee, G=b, Keard, Gel, GBP. 
Des relations C;—0 et C,—0 il suit. qu’en divisant par x l’equation pro- 


duite par l’eliminalion, on obtient une, equalion eubique, dont le second terme 
s'est evanoui; la combinaison choisie dans cet exemple sera done propre a 
produire une equalion proposee de la forme «’—+br--a=0. Posons pour 
70, 
ayı 


terminer deux aulres, ce qui permet de donner a trois des premieres des 


j2 
cei effet b = nn; 








; on peut disposer de > quanliles pour en de- 


s . 
ar, 


valeurs arbitraires; posons done @—=1. y=1. yı=1. il vient d, == +yb, 


7 
a 
€ 7 . 
3”° Exemple. Posons 
& 3 0. 4 er 0. ) is . 0. P, = 0. Yı ZI (0 a Ö, .—— 0. 
on aura 





m, _— aß. mM, — A, PP. (LE — — &, N; —- — g:: 
les autres quanliles (1.) s’evanouissent; par suite on a 
0, Guufı, bad, Sen euie. 
De ce que C,—=0, on voit qu’on arrive directement a une &quation cubique. 


dont. parceque C, — 0. le troisieme terme s’evanouit; la combinaison adoptee 

ici produira done une equation de la forme =’ ex" -a==0, des qu’on aura 

fait e — - „ de Be Comme dans l’exemple precedent., on pourra determiner 
q 

arbitrairement trois de ces quantites:; faisons , —=1, f =1. ,—=m, il vient 

= tya.m, 9 =m.c. 


Nofta. La plus simple valeur a donner & &,, aurait et€ evidemment 1; mais sans 


doute on s’est apergu deja que les combinaisons que je viens de proposer, 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 2. 22 
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ne sont pas choisies au hasard, mais qu’elles ont un certain rapport 
a la methode dont se sert Fauteur Arabe; c’est aussi la raison pourquoi 
&, est laisse indetermine ici. On sait d’ailleurs qu’il est regarde comme 
une faute. de construire une &quation cubique par l’intersection de deux 


sections coniques; cette construction pouvant s’operer plus simplement. 


IV. 

Je ne erois pouvoir mieux caracleriser a present la methode d’Alkhayami 
qu’en traduisant d’abord sa resolution d’une des equalions dont il s’occupe, 
pour exposer ensuile les traits generaux de ses constructions; j'accompagnerai 
cette traduelion d’un commentaire *); rendant par les notalions modernes le 
procede du oeometre Arabe. (Pl. Il.) 

„La einquieme espece des &qualions cubiques A trois termes est la 
suivanle: un cube et un nombre sont egaux a des carres. Faisons la ligne 
AU egale au nombre des carres, ei formons un cube egal au nombre donne, 
et dont le cöle soit HI; la ligne # doil necessairement etre, ou egale a la 
lione AC, ou plus grande que AC, ou plus pelite que AC. Lorsque les deux 
liones sont egales, la resolution est impossible, parceque le cöle du cube cherche 


*) No. 17. »’t+a=er... a, ec, x designent des quantites positives. 
A=c, H’=aH> Al. 
. H=AC...r<H; 1. c=H... AC.c’"=#H’ ou er’=a, done ce" <a+t.r, 
2. x <H... AC.x”<H’ ou er’<a, done ca’ <a+r, 
3. 2>B..2> MW." ur>er, ae >”. 
1. H>AÜU... impossible par les möemes raisons. 


3 
1. H<AC, BC=H...BCZAB ou yazte. 

(Observons encore en passant que dans le manuserit Arabe les figures, contrairement a 

eur distination ordinaire, ne semblent etre ajoutces au texte, que pour en embrouiller 

encore le sens, obscurei par de nombreuses fautes de copie.) 

BCDE ... carıe = H’=u‘: DR, DT... hyperbole equilatere, dont CA, CE les 
asymptotes; AT, AL, AK... parabole, dont BÜ le parametre. (Pour les proprictes 
des sections coniques employces dans ses demonstrations, Alkhaydmi a renvoye prea- 
lablement aux deux premiers livres des sections coniques d’ Apollontus.) 


I) BC=ABR... BD’= AB.BC, done D un point qui satisfait a l’equation de la 
parabole; l’autre point dont parle l’auteur, aura pour abscisse (a compter de C) 
v=tc{14y5} et pour ordonnce y=!y5—A!}Le. 

2) BO>AB... BD’> AB.BC, doü il suit en effet que la parabole passe en degä 

3 


du point D. L’auteur dit encore que lorsque ya>+e, x doit Elre compris entre 


e et ya; de l’equalion proposee z’+a=er? il suit immediatement er’> .r? ou 


3 ü ie 
x <<e; il reste done ä prouver que x>ya. Observons d’abord qu'il ne pourra 














12. Woepchke, de la constr. geom. des equat. ceubiques, par Alkhayami. 167 


doit necessairement etre. ou egal a H, ou plus grand que H, ou plus petit 
que H. Lorsqu’il est egal a 4, son carre, multipli& par AC, sera egal au cube 
de H; donc le nombre sera egal au nombre des carres, sans qu’on ait besoin 
d’y ajouter encore le cube. Lorsque le cöt&e cherche est plus petit que H, son 
carre, multiplie par AC, sera plus petit que le nombre donne: done le nombre 
donne de carres sera deja plus petit que le nombre donne, sans ajouler 
encore quelque chose a ce dernier. Lorsque le cöle est plus grand que 4, 
son cube sera plus grand que son carre, mulliplie par AC, sans qu’on ajoute 
au premier le nombre donne.” 

„Ensuite lorsque MH est plus grand que AC, l’impossibilite aura lieu 
dans les trois cas, a plus forte raison; il faut done que #H soit plus petit que 
AC: sinon, la resolution est impossible.” 

„Or retranchons de AC la ligne BC, egale a H; la ligne BÜ sera. 
ou egale a AB, ou plus grande, ou plus pelite. Qu’elle soit dans la premiere 
ligure egale, dans la seconde plus grande et dans la troisieme plus petile: 
formons dans les trois figures le carre DE, et faisons passer par le point 
une hyperbole, dont CA, CE soient les asymploles; ce sera dans la premiere 


fioure la courbe DR et dans les deux autres DT. Deerivons en outre une 


3 
elre question d’une rencontre des deux sections coniques, que tant que yae, 


3 
parceque de ya 3e il suit 27a — Se’>4c?, ce qui rendrait linterseelion ima- 





on ls n; i df(xz) . 
ginaire. Ensuite, designant ea — x par f(x), on aura [\ = 3r!3c—.ır!, doü 
| dr 
il suit que pour toutes les valeurs de x, comprises entre O et Ze, f(x) decroitra 
3 3 . , 
avec x. Pour r=ya, puisque en m&me temps e<2ya, on trouve ex — <a; 


3 ; 
done pour toutes les valeurs de x plus pelites que ya, ex’— x’ <a, ce qu'il s’agissait 
de prouver. Le cas du contact donne deux racines @gales et posilives 2 = }e. 
3) BÜO<AB; BD’<AB.BC... La parabole passe au delä du point /) et doil 


necessairement rencontrer l'hyperbole en deux points, ce qu’on trouve aussi en 
deduisant de Ya <4c...de>3a> Ra: 
TRLAC, TR_LEC, Vhyperbole fait RC:BÜ= bC:TR 
la parabole BC:TR=TR:RA, 
dou suit 
RC’: BÜ’= BC:RA... BC’’= RU’. RA ou a=RÜ’. RA, 
ua+ RÜ’= RC’. RA+RC’= RÜ*. AC, 
done u+-RÜ=RÜ*.c ... z=RKREC. 
Quant aux cas particuliers et aux problemes impossibles, dont parle l’auteur, en voici la 
discussion moderne: l’equation @’—cax"+a=0 admet toujours une racine negalive (de 
laquelle le mathematicien Arabe ne s’occupe point), et ses deux aulres racines sont po- 
sitives ou imaginaires selon que Tas 4e". 





22,* 
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parabole dont le sommet soit A, laxe AC' et le parametre BC; ce sera dans 
la premiere figure AT, dans la seconde AL, dans la troisieme AK. Les 
deux sections coniques seront connues de position. Dans la premiere figure 
la parabole passera par le point D, parceque le carr& de BD est egal au pro- 
dnit de AB par BC; done le point D sera situ@ sur la peripherie de la pa- 
rabole; cette derniere rencontrera I’hyperbole encore dans un autre point; ce 
que la moindre reflexion vous fera reconnaitre. Dans la seconde figure le 
point DD sera silue en dehors de la peripherie de la parabole, parceque le 
carre de BD sera plus grand que le produit de AB par BU; alors, si les 
deux sections coniques se rencontrent dans un autre point pour se toucher 
ou s’entrecouper (ce qui fait que la perpendiculaire menee de ce point ren- 
contre necessairement la ligne AC entre les points A et B), la resolution 
sera possible; sinon, elle sera impossible. Ce contact, ou cette intersection, ont 
echappe a l’excellent geometre About Djoud; il declara done la resolution impos- 
sible, des que ZU est plus grand que AB; en quoi il s’est trompe. Cette espece 
d’equation est aussi celle parmi les six especes, dont avait besoin Alkhaydmi. 
Ainsi remarquez-la. Dans la troisieme figure le point D est situe dans l’inte- 
rieur de la parabole, et les deux sections coniques se rencontrent en deux points.” 

„Dans tous les cas, menons du point de rencontre une perpendieulaire 
ala ligne AB; dans la seconde figure ce sera TA; puis une seconde perpen- 
dieulaire du meme point a la ligne CE, ce sera TR; les aires TC et DE 
sont egales, done RÜ a BU comme BC a TR; en meme’ temps, parceque 
TR est ordonnee de la section conique ATL, son carre sera egal au pro- 
duit AR.BC, d’oüu l’on lire: BU ATR comme TR a RA; donc on a quatre 
lignes en proporlion continue: RC a ÜB comme BC a TR, et comme TR 
a RA; et parsuite le carre de RÜ au carre de la seconde BC, comme la 
seconde BC ä la qualrieme RA. Il suit de cela que le cube de RC, qui est 
egal au nombre donne, doit etre egal au solide dont la base est le carre de 
RÜ, et la hauteur RA; ajoutons a tous les deux le cube de AC, il suit que 
le cube de RC, ensemble avec le nombre donne, est egal au solide dont la 
base est le carre de RC, et la hauteur AC, qui elait egale au nombre donne 
des carres; c'est la ce qu’il s’agissait de trouver.” 

„Or nous venons de d@montrer, que cette espece d’equations cu- 
biques comprend differens cas parliculiers et qu’elle renferme des problemes 
impossibles; la resolution a et& eflfectuee par la combinaison des proprietes 


de deux sections coniques, d’une parabole et d’une hyperbole.” 
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1? 
D’une maniere analogue a celle-ci, Alkhaydmi construit. une a une. 
toutes ses @quations ceubiques; ce sont les suivantes 





.. | u @ 19. Ic + br — a=0 
13. #-+br —a=O 20. #-+cr—br a0 
14. &#® — br +a=0 21. > — cr - br-ua=0 
15. # — br —a=0 22. # — cc" —br—- a0 
16.  -- ct —a=VO 23. 2 + ca — br — a—0 
17. > — ca" —- a—=0 24. »@— cr +br—a=0 
18. &#— cr — u—=V0 25. = — cr —dbr-a—(. 


Y 


En deduisant les equations analyliques des sections coniques. dont il se sert 
dans ces construclions, et en comparant ensuite entire elles ces &quations. on 
arrive a un resultat assez interessant, dont voici l’expose. 
Desienons par >, 9, r, s, £ des quanliles qui ne peuvent prendre que 
. ) 
les valeurs -—- 1 ou —1. ce qui permeltra de poser pgy E, 1, ee. la 
47 
methode du geomeltre Arabe se reduit aux {rois sysiemes suivanls: 


€ 2 0 ... parabole 
- - En en ArPriPe 
l. y’-- pa 47: 0 ? -1... cercle 
p = —1... hyperbole 
x —yb.y=0... parabole 


z’--pbx--gar —=V ou 2’-+-pbr- ya — 0: 
ll. yce—ya.m—=0(... hyperbole 


Yv’--pmx--qme — 0 ... parabole 














pe+gyeXa+a =I... au T+pgcX-pa = 0; 
ıI. Yrpatgetlatr2—0 , eh “ — 
ye-+syb.x- 1 0 ... hyperbole 
EEE 
ou a’ tpgie te a’--p ib Ir =" -- 2pstax-+-p 0. 


A l’aide du systeme J. peuvent @lre construites les equations (3. 13. 14. 15) 


lorsqu’on pose 
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3. ya = —1 b—=1 
13. p—=—1 q—=—1 
14. p=—1 g—-+1 
15. p —’ =—1; 

ı laide du systeme Il. les equations (16 — 18) lorsqu'on fait 
16. Mm — ‚a p=—I1 y=—l1 
17. In - Ya p=—+1 y—=—I 
IS. Mm — C p—=—I1 „=-+1; 


enlin le systeme Ill. repond aux equations (19 — 25) lorsqu’aux quantites 
P, 4, r,s,t on donne les valeurs suivantes: 


19. 20. 21. 22. 23. 24. 2. 


7 | +1 1 —1 —1 —1 +1 
r — 1 41 —1 41 —1 -—-1 —| 
s 1 —1 -1 —1 —1 —1 —1 
l —1 1 —1 | —1 +1 1 
On ramene l’equation carr&-carree qui resulte du systeme II, a l’equation 
eubique proposee ©’ —-ucx—-vbz-+-wa —= 0 en la divisant par +). 
ce qui peut etre demontre aisement comme suit: 
+ ucz--vbxr- war}. —. 
a* ic | a vb- a4 Qwar+ 2 
y vw r - uc\ x” - vb- uw 7 "+ 2war + o—, 
ol les valeurs a donner aux quanlites z, v, ww sont les suivantes: 
19. 20. 21. 22. 23. 24. 25. 
u 11 1-1 —1 —1 +1 —1 1 
v 1 —1 41 —1 —1 +1 —1 
TE -1 1 -1 —1 | —1 +1. 


On voit maintenant que c’est exactement la methode qui, dans les trois 
exemples propos6s ci-dessus, a die deduite des prineipes analyliques de la 
construction geometrique des equations algebriques. 

Je remarque encore qu’Alkhayami semble avoir ignore, que dans 
"equation generale du troisieme degre on peut toujours faire disparaitre le 


second terme, ce qui rend superflus les systemes II et 11. 
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v1. 

Il me reste ä parler du nombre des racines que l’auteur trouve pour 
chacune de ces &@quations. 

Observons en premier lieu que les racines ndgalives ou imaginaires 
n’ont pas d’existence pour l’algebriste Arabe; il ne s’occupe done que des 
'acines poszliwes, el des qu’un probleme n’en admet pas, il en regarde la 
6solution comme impossible. 

Done celle des trois racines de l’equation cubique, qui est loujours 
reelle et dont le signe est oppose A celui du terme constant de l’equation. 
n’est remarquee par Alkhaydmi, que lorsqu’elle est positive; c’est ä dire dans 
les equations (3, 13, 15, 16, 18, 19, 22, 23. 24). 

Relalivement aux deux autres racines qui sont rcelles ou imaginaires 
selon la nature des coefficiens de l’equation,. Alkhayami decouvre le veritable 
eriterium geomelriqne de leur realite: la rencontre en deux points. ou le con- 
tact des deux sections coniques. dont la combinaison represente l’equation 
proposee. 

Dans un procede purement geomelrique, on ne deit pas s’altendre a 
trouver elablie aussi la relation algebrique entre les coefficiens. qui repond 
au crilerium enonee:; cependant on vient d’observer dans l’exemple traduit, 
qu’Aboul Djoud avait essaye de la trouver; malheureusement il etait tombe 
dans des erreurs. que le genie penelrant d’Alkhaydıni ne manque pas de 
relever. 

Je remarque en passant. que les deux racines dont il s’agit. sont tou- 
jours imaginaires dans les cas (3, 13. 18.). Elles sont positzwes ou imaginaires 
dans les cas (14, 17. 20. 21. 24, 25). Dans tous les autres cas elles son! 
negatives ou imaginaires. 

Au cas du conlact des deux sections coniques, Alkhayadmi ne reconnail 
pas encore dans la valeur obtenue deux racines,. egales seulement en quanlite. 
mais essenliellement differentes. 

Quant aux racines positives. Alkhaydmi discute soigneusement, et“ 
deux erreurs pres. avec une juslesse parfaile le nombre des points de ren- 
contre des deux seclions coniques (du cöle des coordonndes positives): ce 
qui revient a une determination du nombre des racines positives. Voici ces 
deux erreurs. En disculant l’equation 2’ — ex +-bxr —a=0, il ne remarque 


pas, qu’elle peut avoir trois racines posilives el n’a egard qu’a celle des trois 


acines, qui est loujours positive; puis dans l’equation =’ — ex" — br --a=—V0. 











Fu 


172 12. Woepche, de la constr. geom. des equal. cuhiques, par Alkhayami. 


en disceutant separement le cas = c, pendant que Se, il ne parle que 
d'une seule des racines positives, tandis qu’il y en a deux. 

Malgre le genie extraordinaire qu’on ne saurait lui disputer, Alkhayamt 
na done point reconnu cette verite fondamentale, que toute equaltion cubique 
a essentiellement trois racines. 

vn. 

A la construction des equations cubiques se irouve jointe, en guise de 
corollaire, la parlie de ce lraite la plus importante pour la connaissance du point 
de vue, oü se place l’auteur vis-a-vis des equations algebriques en general. 

Alkhayami y discute les equations aux puissances negatives de l’inconnue. 
ou renfermant en m&me temps des puissances negatives et positives de l’inconnue. 
dont la resolution peut elre ramenee a celle des equalions carrees et cubiques. 

Alkhayami y comprend les &@quations binomes du quatrieme et du 
sixieme degre. NRelativement a celle du einquieme degre. il observe que sa 
resolution ne peul elre reduite aux melhodes exposees dans ce traite (ce qui 
en effet ne peut se faire), mais il renvoie pour ce probleme ä la solution 
(geometrique) qu'il dit en avoir ete donnee par Adbou Alt Ibn Ahuitam, 


la vie et les ecrits duquel on trouve des details 


eelebre geomelre Arabe, sur 
interessants dans le Tarikh al Hocama chez Casiri. 

Aux 25 equations, dont la discussion occupe la partie principale de ce 
iraite, Alkhayami, de celte maniere, en ajoute 6l autres. Apres en avoir fini 
la discussion, lauteur se resume en ces termes: 


„La totalite des equalions ayant lieu entre ces sept degres *). et reso- 





lubles par les methodes que nons venons dexposer. monte done a quatre- 
vingt-six especes, dont les traites de mes predecesseurs ne contiennent que ser." 
Les six especes dont veut parler l’auteur sont evidemment les suivantes: 
I. a—=dbır, 2 ar = bi, 3 a = bi, 4. a=br-cH, 
suite, 6. ar’ = db-+er, 


dont la resolution embrasse toute l’algebre. egalement de Mohammed Ben 


Y 
Mousa et de Behä-Kddın. 1 parait done, qu’au temps du second on avait 


oublie deja une partie de ce qu’au temps du premier on ne savail pas encore. 








*) Savoir les equalions renfermant les sept puissances suivanles de linconnue: 
1 1 1 
ee’ 2" sr 1 — — 


P Bi 
"1 


Bonn, au mois de Mars 1850. 


TEE 
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Sur la theorie des formes quadratiques ternaires. 
(Par M. Hermite a Paris.) 








’ 

U n des principaux caracteres des formes lernaires reduites, lorsqu’elles 
sont definies, consiste en ce que le produit des ceoefficients des trois carres 
des variables, est loujours inlerieur au double du determinant. C’est la comme 
on sait, une limite preeise, decouverte d’abord par induclion. puis demontree 
par Mr. Gauss dans l’cerit si remarquable sur l’ouvrage de Mr. Seeber. Mais 
les transformations analyliques de l’expression: 

D = aaa” -- 2bb'" — ab? — ab" — a" W” 

donnees par lillustre geomelre, et desquelles resulle avec tant d’elegance la 
limite indiquee, me semblent tenir a des prineipes singulierement caches, et 
qu’il m’a ele impossible de retrouver malgre touts mes efforts. Apres de 
longues recherches, j’ai decouvert enfin une methode nouvelle pour obtenir la 
limite de Mr. Gauss, el je vais la developper dans celle note, apres avoir 
d’abord donne une demonstration simple, de l’existence des caracteres altribues 
par Mr. Seeber aux formes reduites. 

Soit en suivant la notalion des Disquisitiones arithmeticae. 

f = a -ady’-- a’ 2byz- Wrz-2b"cy 

une forme definie posilive a coeflicienis quelconques, car il n’y a aucunement 
lieu de les supposer entiers, dans la theorie de la reduction. Considerons la 
serie entiere des Iransformces distinetes equivalentes a f, et formons un groupe 
particulier de celles oü le coefficient de l’un des carres a la plus petite valeur 
possible. Reunissons ensuite dans un second groupe, toutes les formes du 
premier, oü un autre coefficient des carres est encore le plus petit pos- 
sible. Enfin, formons un dernier groupe des formes precödentes, ou le troi- 
sieme coefficient des carres est un minimum: je dis que les formes, ou la 
forme unique obtenue ainsi, offriront touts les caracteres des reduites de 
Mr. Seeber. 

Qu’on les represente en ellet par: 

F = 42° Ay’ + A" --2Byz+2B’az +2B".cy A 
ua) Tamm) 77T ei £) r B', ei 
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les diverses formes binaires: 
A,B', 4 A,B, 4") (4, B,4") 
seronl necessairement reduites. Si p. ex. (A', B, A”) ne l’etait pas, en eflectuant 
dans F, la substitution propre A la reduire, on arriverait a une transformee 
equivalente, ou Yun au moins des coefficients de y’ et 2°, serait diminue, A, 
vestant le meme: c'est done ä celle transformee que la methode employce 
aurail conduil, el non ala proposce. Dans le cas ou 8, B', B”, sont negatils. 
ıl faut encore arriver a la condilion: 
A4A--4' 2(B-B'-B"), 

ou bien: 

i ! A ri >} ! ‘ Zi ur’ 

4-- 4 -- 4" — 2B—2B'—2B" > 4", 
A designant le plus grand des coefficients des carres. Pour cela considerons 


la transformee equivalente a la proposce, obtenue par la substitution: 


Pe ER 
y= Y-Z 
vs — Z, 


les coeflicients de A’, Y’, Z’, seront respeclivement, 4, 4, et 4--I -- JS" 
— 2B— 2B' — 2B’"; celte derniere quanlite ne peut done elre inferieure af", 
car c’est encore A cette transformee et non Aa la proposce que la methode 
eut conduit. 

Jomeltrai pour abreger l’algorithme de reduction auquel les caracteres 
des formes reduites conduisent tout naturellement, car il ne me semble pas 
Irös important au point de vue de la theorie, et j’arrive a mon principal objet. 
a la condition: 

4AA' < 2D. 

out repose sur la question suivanle: f(x, )y,2) etant une forme delinie 
queleonque: determiner la limite precise du minimum de f‘(&, y, 1), pour des 
valeurs enlieres de x el y. 

Reduisons la forme binaire qui resulte des termes du second degre de 
/'x,y,1), par une substitution propre ou impropre: 


z — mÄ--nY 


y nn u - V Y, 


de maniere que le coefficient moyen de la transformee soit positif, (c’est la 
une condition essentielle, pour les considerations geomelriques que nous aurons 
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a developper toul-a-l’heure) et posons 
[mAÄ-+nY, uX--vY,1, 
— AM” -12B"XY- 4Y°12BY--2B'X-+ 4" F' 
En designant par & et ?, deux constantes convenablement choisis. on pourra faire: 
y 4 123 I2} 1 1 ) | ! ) | D 
E mer A(X- 0) 7 2B A 0 } 77 A ‚Teer A 
I) etant le determinant de f x, y,2) et 4 celui de la forme binaire (A, B’, A’ 


qui est reduite et ou 3” est posilif. Soient enfin. & el », deux nombres enliers 
I 


tels que S--« et n-- 9 soient positils et moindres que lunite, je dis que le 
minimum de F, correspondra & l’un des qualre sysiemes de valeurs: 


=} Ken 
X—:—1 Y- } 
XÄ—5 Y—=v,—1 
it 


On sait en eflet. qu’une propriele essenlielle des formes binaires reduites p(w, Yy'). 
consiste dans la relation: 


glz—1,y) < y(z,Y): 
sı lon a a la fois: 
r y ei a 1 
ou bien encore: 
ga,y—1) < yl(z,Yy). 
avec les conditions: 
Yy 2 ei 97 | 


les quatre systiemes de valeurs considereces. sont dailleurs evidemment les 
seuls. pour lesquels les valeurs absolues de A- « et Y- 5 soient inferieures 
a lunite, et il nous reste a delerminer auquel de ces sysiemes correspond 
le minimum absolu de #, ainsi qu’a trouver une limile preeise de ce minimum 


Pour cela jaurai recours aux considerations geomelriques suivantes 
Soit VÖAB (PI. I. fig. 4.) un triangle teil qu’on ait: 


041 -A. O0B=A, 04.0B.cos AOB— BP" 


I 


le carre de la distance a l’origine O, d’un point /M dont les coordonnees 
obliques paralelles a O4 et OB sont OA.t et ÖB.u, sera pr&cisement la 





valeur de la forme binaire At’-+-2D"tu-- Au’; et si on Ja designe un instant 


23 * 
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pour abreger, par p(t,wu), on voit facilement qu’on aura les relations: 

MO —glt,u), MA =ylt—1,u), MB = yl,u—1), 

MO — pt—1,.u—1), 
en achevant le parallelogramme ABO’. Cela pose, il est maintenant facile 
de reconnailre qu’elle est la plus pelite de ces qualre distances. Soient C ei Ü', 
les cenires des cercles eirconserils aux deux triangles OQAB, 0'AB; menons 
d’une part les perpendiculaires CP, CQ, sur les milieux de OA et OB, de 
l’autre les perpendiculaires C’Q', C’'P’', sur les milieux de 0A, O'B, et 
joignons CC’; selon que le point M, tombera dans l’interieur des figures 
OPCO, PAOVOCC, CO0P', P'BOCE', 
ie sommet le plus voisin, sera: 
Ö B; 0', B. 

Mais dans ces divers cas, la distance la plus grande au sommei correspon- 
dant, ne surpassera jamais CO= CA=AU—=Ü'0,, etc., c. ä. d. le rayon 
du cerele eirconserit au triangle GAB. Or un calcul bien simple donne 


A.4' (A Be Fu 2B”) 
4(AA— I 2) 


2 





GR = 


Nous voigi done conduits a cette limite precise du minimum de F ou de l’ex- 
pression proposce f(x,y,1), savoir: 


Yuan — AA(A+A'—2B"N) , D 
I(z,Y; 1) Toms 4A u 





De la, comme on va voir, se deduit immediatement la proposition que 
| = \__ (@«,a" a 
nous avions en vue. Designons par f(x, Yy, 2) = ‚zn ) une forme definie 
u b,b',b 
reduite, oü les coeflicients a, «a, a”, sont ranges par ordre croissant de gran- 
deur, (a, db’, a’) sera, comme on l’a vu. une forme binaire reduite, et nous 
pourrons toujours y supposer d” positif. J’ajoute que «” est le minimum de 
f(x,y,1) pour des valeurs enlieres de x et y, savoir pur 2=0,. y=0; 


s’il existait en ellet deux enliers, m et n, pour lesquels on eut: 


" 


ii T Fi 4 


la substitution: 


X-mZ 
Y-nZ 
ir uns I: 


S 
I 


| 

















u | 


DW) 
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donnerait une transformee &quivalente, ou a et a seraient conserves. tandis 
que a” serait remplace par la valeur moindre, f(m, n,1); c’est done cette trans- 
formee qui serait la reduite et non la proposee. Nous pouvons ainsi entre 
les coefficients de f, etablir la relation obtenue plus haut. savoir: 


„ — a.a(ua—Rb" ua), D 
<< a. 
4(aa' — U) I aa — I"? 





On en deduit: 
D > a” (ad — b") — Laa’(a— 2b" a). 
d’ou: 


3 ! 


2D — aaa” — ada' — 2a"'b"" — Laa' (a — 2b" -- a). 


Or le second membre de cette inegalit@ est essentiellement posilif: en eifet. 


pour la plus petite et la plus grande valeur de 5’ savoir: D’’—0 et b"— Ha, 
il se reduit a: 
aaa" — aa’ (aa) = ad(t(a«" — a) La” — a)). 
el a: 
aaa — Lada — Lau” —= Lada (d— a) -+Laa (a — a): 


quantites posilives. Si done pour des valeurs intermediaires de 5”, il pouvait 
devenir negatif, ce ne serait qu’a la condition de s’eyanouir deux fois dans 


l’intervalle compris entre les limites #’ —0,. b"— 4a; mais cela est impos- 
sible, I’equation: 
aaa" — 2a'b" — 1 aa’ (a+ad— 2b") — 0 


ayant necessairement ses racines de sienes conlraires. 
On a done toujours, comme nous voulions l’etablir : 


aaa" < 2D. 


Paris, Avril 1850. 











14. 


Bemerkung über einen Fall der Bewegung eines 
Systems von materiellen Puncten. 


(Von dem Herrn Prof. Dr. Richelot zu Königsberg in Pr.) 





A den Jahrgängen 1546 und 1847 seines Journals hat Zaouvelle zwei 

jäneere Aufsätze milgelheill. welche mehrere Fälle enthalten, in denen sich 

: die Bewegungsgleichungen eines materiellen Puneis integriren lassen. Man 

sieht leicht. dafs diese Probleme eigentlich alle auf das eine folgende zurück- 
kommen: 


Wenn die senkrechten Coordinaten des Puncts &, v, x, mit seinen ellip- 


tischen Coordinaten 0. u, v, vermittelst des Systems Gleichungen: 








) 2 9 
Ro ı a er | 
0% 0 bh 0—c 5 ’ 
2 >} > 
ri N Yy ri | 
u—a 'u—b ! u—ce ° 
‚2 u ii 
ce ' 
va Y vu ! y—e 


verbunden sind. und die 3 Componenten der auf ihn wirkenden Kraft. 
nach den drei senkrechten Achsen, die drei partiellen Differentialquotienten 
der Funelion 

jo lu /lv 


i a Panaiye: Veheren 


ee — Uu)\0o—Pv) (u —vr)(u —oO ("—o)(v — u) 





(wo fo. Fu, IIr beliebige Functionen respeclive von o, « und v be- 
zeichnen) nach den 3 Variabein x, y, x sind: so sullen die endlichen 
Integralgleichungen der Bewegung dieses Punets angegeben werden. 
Zrouvelle hat dies Problem für den Fall, dafs der Punect sich in einer 
Ebene bewegt. durch die bekannte Lagrangesche Umformung der Differential- 
(Gleichungen der Bewegung. und im andern Falle. so wie in einer so eben 
im Augusihefte dieses Jahrs erschienenen Abhandlung den analogen Fall eines 
Systems von Puncten durch die Reduction auf die Fdamieltonsche partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung behandelt. Wenn gleich nun dieser Ge- 


oenstand nicht nur in diesen Aufsätzen. sondern von Jacob?, welcher die 


hiezu benutzten Eigenschaften der merkwürdigen Translormaltion obiger Form. 
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TA 


so wie ihre, durch die Hameltonsche partielle Differentialgleichung vermittelte 


Anwendung auf Probleme der Mechanik zuerst gefunden hat. an mehreren 


Orten und Gelegenheiten schon früher vollständig erschöpft ist. so dürfte es 


doch vielleicht nicht ganz uninteressant sein, wenn ich dieselben Differential- 


sleichungen. auf welche die Bewegung eines Systems von Puncten unten 


analogen Verhältnissen zurückkommt, in den wenigen folgenden Zeilen. ohne 


die bekannte Benutzune der partiellen Diiferenlialeleichune der zweiten Ord- 


nung. direct integrire. 
Durch Einführung der Variabeln 
a ee, Brei Be 
A " 
nee, vet 


4 „ 
LI, = Ir yMm, 


elc. 


zym, 


"m", 


kann man die Differentialgleichungen der Bewegung eines Systems von mate- 


riellen Puneten. deren Coordinaten und Massen 


' „! ' ’ 
" “ 7 7 


2, Yı #5, m, 


eic. 


sind. und auf welche als Componenten nach den 3 Achsen resp. die Kräfte 


OU oU oU 




















oa!’ ; a : > ° As 
oU oU oU 
Dr"? oy" p) Oz ® 
etc. 
wirken, auf folgende zurückführen: 
dx, __ oU d’ x, oU U’ x, oU 
di’ 0m,’ Zi " Pn di’ of 
Führt man nun neue Variablen y,, y», ... v,„ vermittelst der Gleichungen 
x ER Fa, 2? la, Mr Fa, 
vr. fa,’ en f'a, 
ein, wo der Kürze wegen 
\n —— [w “ or e.% BE P \ 
Fz2 = (z—yı)(2—y:) .-. (3- Yn/» 
[ss = (3 —a)(3 — 4) ... (3% —a,) 


gesetzt und @,, dh, 


4,, 3 ganz beliebige Gröfsen sind, so kann man die 


Umformung der Differentialgleichungen in die neuen Variabeln sehr leicht ver- 


mittelst einer von Hamilton zuerst benutzten Methode ausführen. auf welcher 


seine übrigen Untersuchungen alle beruhen. 











150 14. kichelot, Bewegung eines Systems materieller Puncte 


Man bildet nämlich den Ausdruck 
q | (8: .) - (25 ”3 Bu (de) 
3 ( di ee di ) 
dy 


ın den neuen Variabeln und ihren Differentialquolienten nach der Zeit ed 


dı dy, " . 
er und führt statt der letztern die rn Variabeln z,. 2&,. ... 2, ein. 
{ d ü 

welche durch die Gleichungen 


5 ar Pr 
ol 
y 


(ri) EIC3AY ecH 


bestimmt werden; dann ist bekanntlich das transformirte System Differential- 





sleichungen 








(A) Billy: Are: ei, 
‚.d(T—0), sT—D), ‚TU, U T) &(U—T) 3(U— T) 
a } z, ° 02, ih a 02, . öy, . oy, . 00. Oyn 


Um nun die im obigen Falle hiezu nöthigen Umformungen auszuführen, leitet 
man aus den beiden identischen Gleichungen 

















Fz 
I’, | la, 1 Fa, 
z—yı)fyr | z—a (a—y)fa ! I (an —yı)’ fu, 
Fz 
(z—yH)3 yo) fz 
| Fa, | 1 Fa, 
I at II Sau: 


wo y, und y, zwei beliebige der Gröfsen yı, Ya, --: Yı Sind, indem man 


die Coöfficienten von 27’ vergleicht, folgende ab: 











Fys 5. la Ä | Fa, 
| Fr 0 (a, — 7) fa, ei ee yı.) fun’ 
0 Fa, | ER Fun 
(a yn)(a, yüf' a, TAI lm —Yı)(an —y)f'an 


Vermittelst dieser bekannten Gleichungen, deren ich mich bei der In- 
tegration der Adelschen Dilferentialgleichungen, welche mit der folgenden sehr 
nahe verwandt ist. ebenfalls bedient habe. erhält man sofort 











ra (F'y /dy, . dıy . ' IE'y, dy. ” 
I ee 

(B. f» dt ( lv 
E f } dy, ee "y, dy, - — ı.F'y dyn 
u er En 5 " es 
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und hiernach in den Variabeln yı, ... Yas Zı5 - ++ 3: 


E = 2( I Pr 2: 1 ı Pr 52) 


Lg? 1 Dr, Fe) 
FT, Fin” 


Wenn nun U die besondere Form hat. welche Ziouvzlie behandelt. nemlich 











£ 7 en V, y W, Yo U Yn 
aut F'y, | F'y, Dr F'y, ' 
WO W,Yı, %WYa, etc. beliebige Functionen resp. der Variabeln y,, Ya» ... y 


bedeuten, so läfst sich das System Differentialgleichungen ( A.) wie folg! 
integriren. 
Es ist 


n 22) fr ie WRYh 














oT—U, u I" yn ıy 22: fyE— Way x u 
oyr u Oyı w F'yi Yk—yYh 
oıT—U)  Aufyn 


wo das Summenzeichen bedeutet. dafs für 4 alle Zahlen 1. 2,... n mit 
Ausnahme von A gesetzt und die Resultate addirt werden. Sieht man nun 
für den Augenblick alle Variabeln im System (A.), aufser y, und z,. als 
constant an, so ist, der identischen Gleichung 

l ac ei 


u 











Yk—yh 2—yk \yk— Ya 
wegen, wo 2% eine ganz beliebige Grölse ist, 
o(T—U) oT—U 

dy; es m 


) 
- dz; 
Oyk Or%k 








ein exactes Differential des Ausdrucks 








22, [yR—YaYR | 5 2a fy — wıyı (2 — 


F'y; | F'yx z—yr?’ 
und daher, weil jenes —=0O ist, dieser von y, und 2%, unabhängig. Eben so is! 
aber auch. das Product des Summenausdrucks durch 
Fz 
—yYh 


nämlich 


ap 
Fz x 22} Ir; — Wıyı , 1 
En F'y, 3—y 9 





wo sich das Summenzeichen auf alle Werthe von A: 1.2, ... rn bezieht, eine 
von y, und 2,, und da dasselbe in Bezug auf die Variabeln y,, y»» --: Yı. 


so wie in Bezug auf die Variabeln 2,, &,, ... %, symmetrisch ist und £ gar 


IQ 


nicht darin vorkommt, eine von allen diesen Variabeln unabhängige Gröfse. 
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Da dieser Ausdruck, in Bezug auf die ganz beliebige Gröfse 2, eine 
sanze Function vom (n—1)ten Grade ist und seine Coöfficienten constant sind, 


so hat man die Gleichung 


C+C62+62+... 10.0 = Rr Abm 1 


ı © mananı AI y E 
IR 'yı . rs 





woraus die Integralgleichungen 
fm = Gt Oy+OYH4... +04; 
wo für 2, 1.2. ... n geselzi werden kann, mit nr willkürlichen Constanten 


hervorgehn. Mit Hinzuziehung der obigen Gleichung 
































ce oT 
er (2) 
1} 
welche nach Gleichung (3.) folgende liefert, 
PET.’ ©; 
u. Ze ı fyı dt ? 
seht die vorige Integralgleichung in folgende über: 
dy; 
dt | 1 
(fr (C+6C 7 +0,74 + on FYıyı)) l''y 
Hieraus ergeben sich endlich, wenn man statt A, 1. 2. ... n setzt. wegen 
der identischen Gleichungen 
ne 2 ‚n—1 
V}, BE: ; 
>: Js 0), = BR 0. ne . Re; Eh mem 0. 2 A en 1. 
F'y; F'y; P'yı F Y. 
nach der Integration die endlichen Integralgleichungen : 
= Eng en \ n | dyı__ — — &. 
vefrı(G +CHı+...+0.-ır7"'"+Wiya)) 
" . yıdyı i 
I TE HM NT I ns Zu 13 
ville ri+ -.. +0-173 "+ Ywıyı)) 
elc 
ai 3 dyı EERBAUN 
' (fr; (C er yI- rn Ks + on-ı7 "+ WıYi)) m. 
+ 
dyı 
7 (PritC, + Ir. ...+ Gn-ıy7 "+ w;yı)) Zu 


welche mit den von Liouoille gefundenen übereinstimmen. 
Königsberg, den 10ten December 1849. 
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15. 
Zwei geometrische Sätze. 


(Von Herrn Prof. Dr. Lehmus zu Berlin.) 


I. 


Di. Summe des Inhalts der vier, die Seiten eines Dreiecks tangen- 


tirenden Kreise soll das nfache des Inhalts des um dieses Dreieck beschrie- 
benen Kreises sein: welches ist die diese Bedingung aussprechende Gleichung 
zwischen » und den drei Winkeln «, %, y des Dreiecks, und welches sind 


für bestimmte Formen desselben die Grenzwertihe von n? 


1) 
2) 


3) 
4) 


9) 


Die allgemeine Relation ist 

n — 8(1— cose. cos cosy). 
Aus ihr folgt: 
Der kleinste Werth von n ist 7 und entspricht dem gleichseitigen 
Dreieck. 
Der nicht zu erreichende Grenzwerth von r ist 16. 
Für jedes rechtwinkliche Dreieck ist an —=S8. 
Für jedes gleichschenkliche Dreieck ist, wenn « einen der spitzen 
Winkel bezeichnet. 

n — 8(1-+ c0s’a.cos?2e). 
Für jedes gleichschenklich-spitzwinkliche Dreieck sind 7 und 8 die 
Grenzwerthe für n. 
Für jedes gleichschenklich -stumpfwinkliche Dreieck sind $ und 16 die 
Grenzwerthe für n. 
Für jedes ungleichseitige spitzwinkliche Dreieck sind S(1— cosasin’3 «) 
und 8 die Grenzwerthe von n. (« wie in (4) verstanden. ) 
Für jedes ungleichseitige stumpfwinkliche Dreieck werden 8 und 
S(1--cosasin’4«) diese Grenzwerthe. (Immer « als spitzen Winkel 


angenommen.) 


Unter bleibender Bedeutung von « finden sich in (7. und 8.) die beiden 
>. k m RER IR u — eNsS . 
andern Winkel aus +y=n—a und cos(f —y) = cos « - Zossen 
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11. 
Für dieselbe Aufgabe in Beziehung auf die Peripherien der Kreise dient 
die allgemeine Gleichung 
n = 4(1-+2sintasin}sin}y). 
Aus ihr folet: 
I) Der gröfste Werth für n ist 5 und entspricht dem gleichseitigen Dreiecke. 
2) Der nicht zu erreichende Grenzwerth von n ist 4. 
3) Für das rechtwinkliche Dreieck folgt (« spitz angenommen) 
n — 2(1--sin«-- cos«, 
und es wird 
n — 2-+2y2 
ein Maximum zu e=Hn. 
I) Für das gleichschenkliche Dreieck wird (« spitz angenommen) 
n — 4(c05e. + sine). 
5) Für das gleichschenklich-spitzwinkliche Dreieck sind 2+2y2 und 5 die 
Grenzwerthe von 2. 
6) Für das gleichschenklich-stumpfwinkliche Dreieck sind dieselben 4 und 
2-+-2yR. 
‘) Für das ungleichseitige Dreieck finden sich (« spitz angenommen) die 
beiden andern Winkel aus 
n— 4cos’4« 


> 


P+y=n-—a und sin(4a-+P) 


11 





4sinde 


Berlin. im Februar 1850. 
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16. 
Über emige von Herrn Dr. Eisenstein aufge- 
stellte Lehrsätze, irreductible Congruenzen betreffend 
(8.182 Bd. 39 dieses Journals). 


(Von Herrn Prof. Dr. Schonemann zu Brandenburg a. d. H.) 


I. Aufgabe. Wenn a,., @, -.. @4,_ı, So wie Ö,. d,. ... B,_, ge- 
gebene ganze Zahlen bedeuten, fx == 0 (mod.p) eine irreduclible Congruenz 
vom nzten Grade und « eine Wurzel der Gleichung fre=0 ist, so ist zu 
untersuchen, in welchen Fällen sich % als Function von « so bestimmen 
lälst,. dafs es der Congruenz 4,0 -—- a0 -+ ... a,_,e""= b,P bp 4b, pP 
.b,_,p”' genügt, und in welchen Fällen für 5 verschiedene Functionen von 


o eintreten können. 


Auflösung. Setzt man we -Wwe+- aa -- ... 4,1,” Ka), so 
erhält man durch Potenziiren und in Berücksichtigung, dals AT, (mod. », «) 
ist. folgendes System von Congruenzen: 

u, + bp +-6,P' TE —= (Me) 


MY ß+ PP +6... +5, —= (Ko) 
b,.ß+b,, PP +5ßP’+ ... +5,,9"" = (Ko) 
PP + bP +bPP +... - W. ne 7) 
Aus diesen Congruenzen ist nun klar, dafs sich im Allgemeinen $ durch 
Kae). (Ke)r,... Ko)’, und zwar nur auf eine Weise werde darstellen lassen 
Doch würde es unrichlig sein, anzunehmen, dafs dies ohne Ausnahme geschehen 
könne. Hiezu müfste erst nachgewiesen werden, dafs nicht irgend eine der auf- 
vestellten Congruenzen sich als eine Folge gewisser anderer, oder aber auch mit 
sewissen andern in Widerspruch stehend ergeben könnte. Im ersten Falle würde 
es verschiedene Funclionem geben, die der Aufgabe Genüge leisten, im an- 
dern keine. Glücklicherweise ist die Form dieser Congruenzen von der Art. 
dafs sie eine übersichtliche Auflösung gestatten, so dals man aus derselben 
die Kennzeichen für die Ausnahme-Fälle wird aufstellen können. Ist nämlich 
w eine nte Wurzel der Einheit und man multiplieirt diese Congruenz mit «o", 
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die zweite mil wo, die dritte mit 0“, etc. und addirt sämmtliche Congruenzen, 
indem man dem 2 alle Werthe von OÖ, 1. 2, .... n—1 beilegt, so erhält man 
olgendes System von Congruenzen: 


| L? ! p | n ) nl 
h b, t u; ... b, )( P 7 9 ee 9 PreAa p! rn 
Band, > 5 . ö r n—] 
Kae)--(Ke)r +...(Kao) 
Wr In : . — u‘ 
b,+-b,_w +5,_,w +... dw) (P+PPw--Pw-+... PT w) 
_ r \ r A r ne] Lu 
Keo)+-(KoPw -+...(KayT ww" 
, Nn—— en I\ / ) n— | nl n— 
u, +b,_w" "6b, ww" +... but’ APwWt 4... wi) 


- wer r n n—_ } er pn—1 — ’ 
Ka)+-(Kaovw""t... Kap we, 
J 1} 4 l J 


Diese Congruenzen werden eine und nur eine Auflösung gestatten, wenn 


we db) w+ ... GW")... (tb, ww" ... bw") 
nicht = O0 (mod.p) ist. Sobald aber dieser Fall eintritt, ist es zweifelhaft, 


ob es nur eine Auflösung für 5 gebe, oder mehrere, oder gar keine. So 
ist es insbesondere klar, dafs, wenn (Ka)-(Ka)'- Be 7°) nicht 

0 (mod.p, «) ist, wohl aber ,+b,_,+...d5, =0 (mod.p), für ? keine 
Auflösung existiren könne. Ist aber &,-+5,_,--...d, zugleich mit (K«) 


. . n—l ' us 
Ka)--...(Kao) O0 (mod. p,0) und (+6, w-+ ...d,w"').. 


(bb, we"... bw") nicht = 0 (mod. p, «), so giebt es für 
) tl D .. , . Y 
ei nur 2 —1 lineäre Congruenzen, und da man nun die Summe 


dieser Ausdrücke einer der Zahlen O, 1, 2,... »—1 congruent setzen kann, 


so wird es olfenbar für | 


5 in diesem Falle » verschiedene Auflösungen geben. 
Zur vollständigen Beantwortung der Frage wird man gelangen, wenn man 
als Wurzel der Congruenz x" —1:=0 (mod.p) ansieht und sowohl « als w als 
Functionen der Wurzeln einer irreduclibeln Congruenz ye==0 (mod. p) auffalst. 

Untersuchen wir jetzt die Frage, ob 4,8--b,ß”-- ... b,_,9P"” immer 
ein vollständiges Restensystem gebe, wenn man für d,, d,,...d,_, alle mög- 
lichen Werthe der Zahlen O0, 1, 2, ... p—1 setzt. Hier ist zunächst zu be- 
merken. dafs. wenn rn keine Primzahl und r, ein Factor von n ist, 5 von 
einer irreduelibeln Congruenz vom Grade rn, abhangen kann. Da aber dann 
von den Werthen 3, PP, ... 2" je — zusammenfallen, so kann jenes 


| 
Restensystem höchstens p»” verschiedene Reste fassen, also nicht vollständig 
sein, indem das vollständige System p" Reste in sich schliefst. Wenn aber 


> von einer Congruenz nten Grades abhangt, so mülste nachgewiesen werden. 
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. r, j ’ n—1 u } yy N ynn—l 
dals. wenn bu t b, er db, — cßP- CP er C„_ıP' (mod. p, e) 
ist. 4, = C,, 4, = c6,, elc. (mod.p) sein müfste, oder dals, wenn m, -- an,” 


„n—] - a 
+,” == 0 (mod. p, «) ist und m,. m,,... ?n,„_, bedeuten ganze Zahlen. 
M,. m,. elc. einzeln =0 (mod. p) sein müssen. Dieser Satz kann offenbar 
: 2 . ui nel . 
wieder nur unter der Beschränkung gelten, dafs %-- PP” --... nich! 0 


(mod. p, «) ist. Unter dieser Voraussetzung läfst sich der Satz leicht beweisen. 
wenn pP eine primilive Wurzel der Gongruenz 2" —1==0 (mod.n) und n 
eine Primzahl ist. In diesem Falle ist =" —1==0 (mod.p) eine irreductible 
Congruenz, und keiner der Factoren m,—-m,w-- ... m, ‚w"”' kann = 0 
(mod. p, ww) werden. (8. $. 50. der eitirten Abhandlung.) 

Setzt man nun in das oben aufgestellte System lineärer Gleichungen 0 statt 


E » ° .. | ) ' n—1 n— 5 
Ko. so mufls jeder der Ausdrücke A-- PP w-+-... PT w'==0 (mod. p,e) 
) n—] . . 
werden. Da nun aber 9--P”-- ... PP irgend einer ganzen Zahl » (mod.p) 


congruent werden muls, so würde man durch Addition aller dieser Gleichungen 
n» =n (mod.p,«) erhalten; was der Voraussetzung widerspricht, dafs 5 von 
einer irreduclibeln Congruenz ten Grades abhangt. 

Obgleich dieser Satz unter der gemachten Einschränkung wahrschein- 
lich allgemein richtig ist, so fehlt doch noch der allgemeine Beweis. 


\ . | ) )2 — ni / ) 
1. Es ist e+we wa +... wor = w(eoP -- wel 
2 pn? nn m. n . ‚ ‚ni . 
wor "+ war) (mod.p,«), da w"—=1 und oa? =a (mod.p, «) ist. 
4 f n Bass n—] . . 
Setzt man nun e+-waer+ ...w'a” =—=f(a,w), so hat man fi(o, w) 


wf (eo, w)=w”f'(@””,w), wo m irgend eine ganze Zahl bedeuten kann. 
Sind nun @,, %s, ... @, Verschiedene Wurzeln der Einheit, von der Arı. 


( 


dafs w,, we, ... w,=1 ist, so hat man fi(a, wı)fı(e, w) ... file, w,) 


= ww ...w,fıla”, w,) flo’, wr) ... flo”, w,) = fı(o?, w,) f(a@P, w;) 
.f(eP, w,). Setzt man f(a, w.)f(e,w) ... f(a, w,) = Il(e, w), so er- 
z : u n-I . ’ x 

siebt sich /T(«, w) = II(«', w) ... = II(@”" ,w). Da sich nun die Summe 


der letzten Ausdrücke aus den Coöfficienten der Gleichung fx = 0 bestimmen 
lälst. so gilt Dasselbe auch für jeden einzelnen Ausdruck, so lange » nicht 


ein Vielfaches von » wird. Für diesen Fall ist der gegebene Beweis nicht 


genügend. 
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Notiz. 


(Von dem Herrn Prof. Dr. Schonemann zu Brandenburg a. d. H.) 





\ 


Herr Dr. Eisenstein stellt in seiner Abhandlung über die Lemniscaten- 
Iheilung (im 2ten Hefte Band 39 Seite 166 dieses Journals) den Satz auf, 
dafs die Gleichung Fr — 0 irreductibel sei. wenn der Coefficient der höch- 
sten Potenz von 21 und alle übrigen ganzzahligen Coöfficienten durch 
eine reelle oder complexe Primzahl aufgehen, der letzte aber nicht durch das 
Quadrat dieser Primzahl theilbar ist. Mit Hülfe dieses Satzes beweiset er die 


ER a ar —1 ’ 
Irreduetibilität der Gleichung —— = 0), wenn p eine Primzahl ist. Da 
re 


Herr Kisensteen ausdrücklich bemerkt. dafs ihm von letzterem Satze nur der 
jeweis von Gaufs und von Aronecker bekannt sei, so sehe ich mich ver- 
anlafst, daran zu erinnern, dafs ich bereits im Bande 31 dieses Journals $. 6. 
in meiner Abhandlung „Grundzüge einer allgemeinen Theorie der höhern 
Congruenzen etc.” den ersten Satz für reelle Primzahlen bewiesen und auch 
den folgenden aus demselben abgeleitet habe und dafs ferner die von Herrn ete. 
Kisenstein angewendete Methode nicht wesentlich von der meinigen verschieden 
ist. Von dem letztern Satze habe ich übrigens noch einen ganz verschiedenen 
Beweis im ersten Theile und $. 50 derselben Abhandlung gegeben. 


Brandenbure a. d. H.. den 14ten December 149. 
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17. 


Remarques sur le ealeul dont a fait usage Mr. l’editeur 
du Journal dans son memoire: 
„Sur les differentes manieres de se servir de l’elastieite de lair 
atmospherique comme force motrice sur les chemins de fer.” 
(Vol. 32. de lan 1846.) 


(Par Mr. Prehn a Ratzeburg.) 


A pres avoir enonce page 16 l’opinion que l’abaissement de la tempe- 
ralure ne diminue que tres peu l’elasticite de l’air, l’auteur a fond& les cal- 
culs des eflets des divers systemes de machines et de l’effort necessaire pour 
la rarelaction et la compression de l’air, sur la supposilion simple, que l’elasti- 
cite de Fair ne depend que de sa densite. Dans une partie de ces caleculs 
l’elastieitE de l’air se trouve reellement invariable, ei dans presque tous les 
autres calculs l’admission de I’hypothese est tout-a-fail justifice, parceque les 
varialions, de temperature, bien quinevitables, sont resserrees dans des limites 
tres elroites: seulement dans le calcul de l’effet des locomotives a air de la 
seconde espece, il parait necessaire de tenir compte des varialions de la 
temperature. Mais comme l’auteur est arrive au resultat final, que les machines 
de cette espece sont de beaucoup preferables a touts les autres moyens traites 
dans cet ouvrage, ce calcul est le point le plus essentiel de l’ouvrage entier. 

Pour prouver, qu’il est necessaire, dans ce cas, d’employer des for- 
mules plus conformes aux lois de la nature, je vais comparer les valeurs, que 


: M ; 
l’auteur a trouvees page 242 pour le rapport gr (rapport du moment d’une 


locomotive de seconde espece au moment d’une locomolive de premiere espece) 
aux valeurs correspondantes, qu’on trouve en conformant le calceul aux eircon- 
stances veritables. Il ne sera pas difficile d’apprecier linfluence, que lapplication 
du m&me principe aux calculs suivanis devra exercer sur le resultat definitif. 

En suivant la marche de l’auteur page 239, on trouve pour la partie 


constante du moment, correspondante ä l'intervalle = —0 jusqua 2 —k: 
(1) M, = 1In4’uok 


pour un cylindre, conformement au texte. Pour caleuler la partie variable 
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du moment —= M,, il faut observer, que l’elasticite U d’une masse d’air at- 
mospherique, dont la densitt —= D et dont la temperature — T', s’exprime 


par la formule 
2) U= (1+-uoT)D, 
ou w designe le co@fficient de dilatation de lair atmospherique,. que nous 
prendrons constant el 
(3.) © = 0,008366. 

et T doit elre exprime en degres centesimaux. La densite variant et deve- 
nant == d, la temperature et l’elastieit@ varient aussi et deviennent # et u, et 
la loi. suivant laquelle cette variation a lieu, s’exprime par l’@quation connue: 


m d 0,421 
(4.) 1- wi (1 oT) 7) 


qui donne 
& P ‚421 
(2.) u —= (l+wt)d = (1- HoT)D.(Z e) : 
Dans le cas propose on a 
wer Taf, 
ei T etant la temperature de l’air du reservoir, supposee egale ä la temperature 
de lFatmosphere, on a 
au); 1+u 
1+-oT 
‚a densite variant en raison inverse des espaces parcourus par le piston. 
on trouve 


(S.) =D. — et 


kl 
(9) dM, = 4n4’ a +- 1) wc ) —1|dı 
et par consequent on aura l’integrale 


(10) M — 4 4°0| const. — Ey"- R\ 


Un raisonnement analogue a celui du texte, montre que l’on obtiendra l’effet 
maximum, en faisant aller le piston jusqu’au point 24, oü l’elastieite de 
air atleint la valeur o de la pression atmospherique. Pour determiner la va- 
leur correspondante de 4, on a l’equation 


(11.) (d+ „()” =— I, deu 


} 
(2) 8 = 1 





(1 u u) 4*#21 
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. Din A 
En prenant donc l’integrale dans les limites = —= — et 24, on 
(1-+-u)'*! 
trouve, reduction faite, le moment maximum pour un cylindre: 
ME Er 1 1,424 
13) M; = 4asor| a +4 u SR 
( ) 2 2 0,421 (Au) = 0,421 
(1 + u)b#" 


Or on a deja, en substituant la valeur de k pour le maximum d’effet. 


(14.) M — I 
(14 a) 
egalement pour un cylindre: donc le moment total M,+M; = M pour deux 


cylindres sera 





0,421 

i A cc 

(15.) M _— 0.421 TI A 0 I RK ru) 3 1]. 
C’est le maximum de moment que la masse d’air atmospherique 
0,421 
® > 1+u a (1-+ u)b#1 
16. ea — 2 I. ee ne A: = 

1foT I+017 





(de la temperature 7’) pourra produire. En substituant la valeur de 7.4 


on aura aussi 


in 1 
I m|1- Em Ib 


A+RRt 
D’un autre cöt& le moment d’une locomotive de la premiere espece esl 
(18) M' —= n4°ulo 
et la masse d’air correspondante, en supposant sa temperature egale a T, etanı 





> j i 
(19.) » 7T Be) == 6, dd = 4 


par supposition, on aura 


m ___ on u 
(20) M = aoll-+ ol)iLz' 


On trouve done le rapport 
l 





ni M 1441 A+W)—(-+u)®" 
er M' 77 0,421 u ? 
et cette formule donne la table suivante: 
pour u—2 3 4 h) 6 7 S Y) 10 


22) 7 
._. n— 1.408 1,516 1,600 1,668 1,725 1.774 1.317 1,854 1.888 


qui differe considerablement de la table du texte, qui suivant la formule 
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3 \ M 1+u l 
(23.) pr = —— log. nat. (1 +4) 





donne pour 


' u 2 3 1 A) 6 T S 3 10 


(24.) ) 
5 — 1.648 1,348 2,012 2,150 2,270 2,377 2,472 2,558 2,637. 


La difference entire les nombres des deux tables varie pour les valeurs u—=2 
jusqu’a «== 10 entre 17 et 40 pour cent, et si l’on admettait meme la valeur 
«== 14 (el. page 326), la difference dans ce cas serait encore plus grande. 

Or le caleul de M’ est exact: c’est done la valeur du moment M des 
Iocomolives de la seconde espece, dans laquelle l’erreur se trouve. 

En eilet. quand de Fair comprime d’une fort elasticitle, par exemple de 
IO atmospheres, se dilate subitement jusqu’a lequilibre avec la pression al- 
mospherique, il est necessaire que sa temperature s’abaisse tres considerablement, 
et si Ja temperature initiale de l’air comprime, n’excede pas la temperature ordi- 
naire de l’almosphere, la temperature de l’air dilate, si elle pouvait etre observee. 
serait marquce par des degres de froid jusqu’iei inconnus; comme on le trou- 
vera facilement en lirant des @qualions donnees la valeur finale de /. 

On pourrail peut-etre penser, que lair, en se dilatant, regagnerait aussilöt 
ia plus grande parlie de sa temperature par la communication de chaleur qui 
Iui serait communiquee par les parois du cylindre. de sorte que le resultat du 
caleul ne se trouverait pas d’accord avec la realile; mais ce serait une grave 
erreur. I n’y a point de doute qu’une communication de chaleur ne s’opere; 
mais l’effet de cette communication dans la courte duree d’un coup de piston 
ne pourra pas elre tres sensible, a cause de la non-conduclibilite de l’air rela- 
tiivemen! a la chaleur: et comme ä la valeur 24, oü la dilatation commence. 
ia marche du piston est deja rapide et continue de l’etre pendant l’intervalle. 
dans lequel la plus grande partie du moment se developpe, l’effet de la com- 
municalion de chaleur ne changera pas sensiblement la valeur du moment total 
indiquee par la theorie. 

Au surplus, je peux assurer, que dans des experiences analogues. que 
jai faites sur la dilatation subite d’air comprime dans un cylindre en cuivre, 


jai eu occasion de conslater l’exisience reelle de degres extraordinaires de 


froid. qui n’ont differe que tres peu du resultat de la theorie 
Berlin le 22 Mars 1850. 
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Additions de l’editeur de ce Journal aux remarques precedentes. 


l. Ges remarques ont pour büt de faire voir qu’a cause du refroi- 
dissement que l’air comprime subit en se dilatant subitement, et a cause de la 
diminution de la tension de l’air dilat@ produite par ce refroidissement. l’effet 
de la detente dans les locomolives a air comprime, est moins et beaucoup 
ınoins avanlageux que l’editeur du journal ne la caleule dans le memoire cite 
suivant la seule loi de Muröofte. 

Les calculs et les resultats de l’auleur sont parfaitement justes. autant 
que l’equalion (4.), qui exprime liinlluence des variations de la temperature. 
produite par la dilatation et la compression de l’air, sur sa tension, l’est aussi. 

2. Le büt prineipal du memoire de l'editeur etant de prouver que 
ai comprime offre une force motrice wmeilleure et plus-avanltageuse que 
la vapeur d’eau pour les chemins de fer: il croit que le meilleur parti ä 
prendre pour arriver ä une solution sur ce point principal, sera d’adopter 
pour le moment lequation (4.) et les resultats de l’auteur, pwrement et tels 
yuils sont, sans aucune objeclion, et de voir ce qu’on trouvera en suivant 
ces principes pour les chemins de fer, et nommement dans le meme exemple 
sur lequel l’editeur a applique ses propres principes (tome 32 page 326 $. 67.). 

3. Posons, pour abreger, l’exposant dans (4.). 

25.) 91 = ;, 
on obtient d’abord pour un X indetermine et pour un seul cylindre, suivant (10.): 


(26.) M, = Ind’o | const. — Era) «| . 
(1 + u) k 


Cela donne. M, elant = 0 pour 2—=K, const. — r --k, done 


(27.) M, == 4 TU ei) - k— «|, 
et pour le cylindre enter, c'est a dire pour 2 —4, 
(28) M, = 4n4°o rl (7 Hk]. 
Y ajoutant M, = !n4’uok, on a pour les deux cylindres: 
M— M+M, = nfo[ FR -(ZY)-A+m&—2] ou bien 
23) M= 142) 2)]. 
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I. Maintenant, si la machine est arrangee de sorte que le maximum 
l’effet a lieu pour la tension «, de lair, comme l’editeur l’a suppose ($. 47. 
p. 242). il faut qu’ici suivant (12.), la detente soit 
’ 4 
(30.) k —- 1 


(14 u,)' 





Cela. substitue dans (29.). donne 


M JT rel Bi. a uinod (43 2—(1-+u u) Fr) al ou bien 











el+u, ır2 
' . 1 1 1 € 1 
Bl) M=n rl u, a) 
(Au )!te ie 
ao | ER, - Er _ Joh 
€ BG. 2 l 
A+u)'t ” 


Voilä le moment de force d’un air comprime jusqu’a la tension 1-+ u. 
4. . 
detente k = ————— (30.) est telle que la machine a son effet maxi- 
(A +e 
mum sous une tension 1-+ u, de lair. 
5. La masse « d’air atmospherique necessaire pour produire ce moment 


sı la 


1 
i u, ) 


de force, est suivant (16.) 
‚Ai-tu ‚ 1i-+u A 
29) r . nn ri . 
(32.) 7 ı.d Ewr. k nd itoT =" 
A+u,)'t 





(30.). 








Dela on tire 
i 


(33) aPıl+u) = al+oT)I+ u)“. 
et substitue dans (31.). 


‘ ‚1 rJ | _ 1 > - . 
u aoAl+oT)( Zu’ + wu. Er — 4° 04, ou bien 





{ 
€ 











(34) M: en u: e— (1 u)  |—7.4203. 


£. 
< 


Cela donne 


s(M-+n4?”10) 





(35.) a e 
I+.—(i+u) +8 
pour la masse d’air almospherique qui, comprime jusqu’a une tension quel- 
conque 1-- u, produit le moment de force M, la machine etant arrangee pour 











_ 
. 
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la detente k = .„ de sorte que le maximum d’effet a lieu sous la 


1 
Ara) 
tension 1 -- u,. 


6. Si aucune detenle navait lieu, c'est a dire si A celail ,, et par 
4 
eonsequent suivant (30.) (1-4 u)" =1. et 14 «,==1, il y auroit a metlre 
6.) md. 

Pour produire dans ce cas le meme moment de force HM par une 
tension quelconque 1-+ u de lair, comme cela doit avoir lieu sur les chemins 
de fer. oü le moment de la force est determine par la force necessaire de 
traction d’un train de wagons, et oü « est variable suivant les pentes de la 
voie. ce n’est plus la masse @ (35.) d’air atmospherique qui y suflit: c’es! 
plutöt la masse d’air 
e(M-+n4”)0) 

1+8.—1 


comme (35.) la donne en mettant dans celle expression u, —V%. 





| 
3) = — MAndoh, 


Donc «avec detente, la masse d’air atlmospherique necessaire pour pro- 
duire le moment M, n’est que 


En a € - 
38.) ——= — fors celle sans detente. 


di, | ER _ 
I+.—(1+u) '* 


*. Cette expression, tiree de la formule (4.), prend ici la place de celle 
. 1 
(39.) 


log. nat. (I+ u) +1 
dans ($. 94. @. page 258) du memoire de l’editeur. Cette derniere expression 
peut aussi @ire tirce de (38.), en y donnant a & la valeur O, valeur que : 
prend si l’on nöglige l’effet de la variation de la temperature de l’air, produite 
par la dilatatlion subite, comme l’editeur l’a fait dans son memoire. Pour 








‘ ) ) 
e— (0) (38.) donne — == 2. donc 











l V 
a _ 08 de 
er a 
| lit. dtu) he ce—o(ll+u) 
Wr r | € / | - — 1 
Fesant pour abreger 1-+- u, =c et gg ma (+) "== rt dont 


la differentielle est 
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A Oz.c*log.nat.e Oz log. nat. e 
u ee ne 
fe _808 ] log. nat. (I+u) 08 log. nat. (1+u,) 
Ii-+e (1-+ 8)? E dt? mr 
A+u,)°r A+u,)°t' 
donc 
a 1 
a, l ‚Jog.nat. (1 +-u,) ’ 
(1+.)? EM 
d+u )H 
el pour e=U, 
. SE 1 
ah +log.nat.(1+u,)’ 


comme (39.). 


S. Les resultaits des deux formules (38. et 39.) sont les suivanls. 
Klles donnent 
Pour u =0 1 2 3 4 5 6 7 S 9 10 
— = 1 0,6940 0,6024 0,5555 0,5261 0,5055 0,4900 0,4779 0,4681 0,4599 0,4529 . 
I+e2.—(1- jet! 


11 arg - —= 1 0,5907 0,4768 0,4191 0,3833 0,3581 0,3594 0,3248 0,3128 0,3028 0,2943 ... 
i-+-log.nät. 


-4,) 
Les nombres (40.2.) soni ceux de (398. 8.49. p. 251) du memoire. 
9. Maintenant on pourra calculer selon la formule (38.) les resultats 
qui auront lieu pour le chemin de fer que l’editeur a pris pour exemple 
dans son memoire ($. 67. p. 326), pour le cas ou l’on ne neglige pas l’ellet 
de la diminution de la tension de l’air dilate apres la detente, produite par la 
refroidissement, en tenant compte de cette diminution suivant l’expression (4.). 
Si la locomolive a air n’avart pas de detente, 1770 met. cub. d’air 
almospherique seraient necessaire pour un poids de 92 770 kilogr. du train 
(voir $. 64. A. et B. p. 317). 
doit &tre amene par la locomotive el son tender. 
Ein supposant, comme dans ($. 67. A. p. 326), une detente de 


(41.) 3, 
la masse d’air atmospherique necessaire pour la trajet n’est que de 
(42.)  1770.0,4191 — 742 met. cub. 


Cet air, comprime a une tension convenable. 


HK = 


(571. p. 326), en negligeant l’effet du refroidissement de l’air dilate, suivant 
En ne negligeant pas cet effet, el en en tenant compte 


la formule (39.). 


x 


. 0,29627 


v, 
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suivant (4.), la masse d’air atmospherique necessaire est suivant (40. 1.) 
(43.)  1770.0,5555 = 983 met. cub.. 

done 

983 

742 


10. Supposant, comme ($. 67. p. 326) que l’air dans les cylindres- 


(44.) — 1,325 fors la masse (42.). 


reservoirs, reparlis sur la locomotive et les tenders, doit avoir une tension 
elfective de 8 atmospheres, il sera maintenant necessaire: 


83.1.325 — 110 cylindres-reservoirs, au lieu de 83 (575. p. 326). 


G — 12318.1,325 —= 16321 kilogr., poids total des cylindres, au 
lieu de 12318 (577. p. 327). 
A — 1558.1.325 —= 2064 kil., poids de l’air comprime, au lieu de 
(45.) 1558 (578. p. 327). 


E —= 5154 + 16321 -- 2064 — 23539 kil., poids total de la machine 
de traction, au lieu de 19030 (579. p. 327). 

m — 101.1,325 = 134 force-de-chevaux pour les pompes a air. 

\ au lieu de 101 (582. p. 325). 
Les 110 cylindres-reservoirs pourront eire reparlis sur la locomolive et sur 
deux wagons qui la suivent: 20 eylindres sur la machine, et 45 sur chacun 
des deux tenders. Le poids du train ne pourra £ire alors que de 62 000 kil.. 
au lieu de 72000 kil. (p. 327 9); mais celte diminution n’est pas imporlante. 
puisque le maximum du poids du train ne se presente pas ordinairemen!. 

Le coüt des cylindres-reservoirs, des machines ä vapeur, servant les 
pompes a air, et des pompes ä air elles m&mes, dont le montant total suivan! 
(583. p. 328) est de 539400 fr., s’eleve ici a 1.325 fors cette somme; mais 
le coüt des machines de traction de 337 500 fr. (583. 2. p. 325) s’eleve dans 
un moindre rapport, et pourra etre suppose a = 375 000 fr. Donc le montant 
total des frais d’etablissement sera 

(46.) 939400.1,325 + 37500 — 1088705 fr., au lieu de S76 900 fr. 
(983. p. 328). 

Les frais de chauflage des machines a vapeur pour les pompes a air 

(584. p. 328) s’elevent dans le rapport de 1,325. Elles sont donc 
(47.) - 90900.1.325 — 120442 fr., au lieu de 90 900 fr. (584. p. 328). 


Egalement les frais d’entretien des cylindres-reservoirs. des machines 





a vapeur et des pompes &ä air; auxquels il faut ajouter 6 p. c. du coüt des 








198 17. Prehn, remarques sur le memoire No. 5, 14, 26 et 50 tome 52. 


machines de traction. Le total de ces frais d’entretien sera done 
(45.) 41977 Ir. au lieu de 34 950 fr. (585. p. 329). 

Cela donne la comparaison suivante des frais d’etablissement et d’entre- 
lien des machines elc., necessaires pour le service de l’air comprime, avec 
celles de lappareil pour le service de la vapeur. Üelte comparaison prend 
la place de celle ($. 73.). (Ce paragraphe est un de ceux qui, comme il est 
dit au bas de la page 331, ont Ele supprimös dans ce journal, parcequ’ils ne 
conliennent que des objets purement techniques; mais ‚les paragraphes sup- 
primes se trouvent pages 162 — 169 des exemplaires du memoire tires et mis 
en vente a part.) 

Les frais d’etablissement pour le service de l’air comprime sont sui- 
vant (46.) > ne a Eee 1088 705 fr. 
Celles pour le service de la vapeur sont suivant ($.73. A.) 1162 500 - 


Donc le service de l’air comprime coüte moens en frais 





d’elablissement Ss BE TEE DEE PETE 13795 Ir.. 
au lieu des 255 600 fr. du memoire (609.). 

Les depenses annuelles pour le service de l’air comprime sont les 
suivanles. 

l,e chauffage des machines a vapeur pour les pompes a air 
sont suivant (47.) . ee "SO 

Les frais d’eniretien des ceylindres-reservoirs, 
des machines ä vapeur et des pompes ä air sonl 
suivant (48.) . . Me TR N 

162 419 fr. 
A deduire une economie sur les frais d’en- 











tretien de la voie, a raison de 6p.c.. . . ... 11 250 - 
Reste . . . . 151169 fr. 
Les frais de chauflage des locomotives a va- 
peur seront par an (8.73. 3.) . : -» » 2.2....90000 fr. 
Les frais de leur entretien . . 0.778750 - 
Total. = ...2' 268750 - 
Donc le serveie de l’air comprime coüte en moins . . 17 581 fr.. 


au lieu des 54 150 fr. du memoire (610.). 


On voit par la qu’effectivement l’&conomie en frais d’etablissement et 


d’entretien qu’oflre le service de l’air comprime sur celle de la vapeur, serait 
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noindre, si la force des locomotives a air avec detente devail etre calculee 
suivant l’equalion (4.), et non pas selon le prineipe de ‚MHarzotte seul: mais 
l’economie, m&me dans ce cas, n’est pas nulle, elle subsiste toujours; comme on 
pouvoit presque le prevoir, m&me sans calcul, parcequ’il a et& prouve ($. 74. B.) 
que si l’on voulait renoncer entierement a la detente el ne se servir que de 
locomotives a air suns detente, cas dans lequel la formule (4.) n’a aucune 
influence sur les calculs et les resultats du memoire de l’editeur,. ce service 
ne coülerait que peu de chose d’avantage que celui des locomotives Aa vapeur, 
de sorte que, sans doute et en tout cas. on arrivera encore A quelque &co- 
nomie par la detente. 

11. Or, comme tous les autres avantages, enumeres $. S1. et =2. 
p. 336 etc., propres au service de l’air comprim& sur celui de toute autre 
force motrice pour les chemins de fer, restent sans le moindre changement. 
la formule (4.) n’ayant aucune influence sur elles: ce qui a eie dit ($. >2. 
page 339), savoir que le systeme ä locomotives a air et sans tube de pro- 
pulsion est superieur et preferable a tout autre systeme, reste inlact et n’esi 
pas ebranl& par les consequences de la formule (4.), si meme cette formule 
devait etre bien fondee. Done le resultat final du memoire de l’editeur sub- 
siste toujours; et c’est le point prineipal pour la bonne cause. 


12. Nous nous permettrons maintenant quelques remarques sur la for- 
mule (4.), seul motif et source de cette discussion. 

On ne trouve pas celte formule dans les eecrits les plus distingues 
publies jusqu’en 1845, oü l’editeur composa son me@moire, par ex. dans ceux 
de Brot, Peclet, Pouillet, Dulong, Laie etc. Elle ne se trouve que dans 
les ecrits plus r&cents, par ex. dans les supplements au traite de physique de 
Baumgärtner ei dans un memoire de Mr. Clauszus, imprim& dans les comptes 
rendus de l’academie de Berlin pour 1850. Mais la formule, en tant que sache 
l’editeur, n’est pas fondee sur les resultats d’experiences suffisamment etendues 
et immediatement relalives au sujet dont il s’agit: on y arrive indirectement 
avec des delours, par des conclusions, qui ne sont pas sans hypotheses, et 
en combinant la theorie avec celle de Newton sur les ondulations des fluides 


elastiques, et en partant d’experiences sur la vitesse du son qui de leur cöte 
reposent sur l’evaluation des hauteurs des tous produits par le son. A la 
verite, on pourrait aussi deduire la formule du chap. 3 livre 12 tome 5 de la 
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Mecanique celesie de Laplace, mais les experiences de Desormes, Clement, 
Welter ei Gay Lussac qui fournissent les valeurs numeriques ä la theorie 
de Laplace, sont peu eiendues; l’air n’a et& comprime et dilat@ que tres peu 
dans ces experiences. La formule (4.) n’est done pas appuyce par des ex- 
periences directes et suffisamment etendues; elle ne l’est plutöt que par des 
conelusions et par des hvpotheses; et par consequent elle n’est nullement 
fondee. Aussi les physiciens ne paraissent ils pas etre completement d’accord 
sur ce sujet. Par ex. Mr. Lame dit page 88 tome 2 de son Cours de phy- 
sique, Paris 1536: „Ainsi, par une compression de „4, de son volume, l’air 
doit s’echauffer de 09.421 etc.” Cet enonce, mis en formule, donne une ex- 
pression differente de celle (4.). De plus la formule (4.) est deja en elle 
meme douleuse par le resultat qu’elle donne. Par ex. suivant cette formule 
la temperature de O0 degres doit descendre en dilatant l’air a un quart de la 
densite, jusqu’a un froid de 120,7 degr. cent. et monter en comprimant l’air 
a une densile quadruple, jusqu’a une chaleur de 216.4 degr. cent. Si ce der- 
nier effet avait lieu, le eylindre en metal d’une pompe a air foulante, devien- 
drait incandescent par les coups acceleres et repetes du piston, ce qui n’est 
pas. Il est bien connu que par une compression forte et subite on peut em- 
braser un morceau d’amadou. mais ce briquet ne prouve pas encore qu’ef- 
feclivement une Ires grande chaleur peut &tre produite par la compression de 
air, surtout quand elle n'est pas effectuce tout a fait instantanement; car l’em- 
brasemen!t de l’amadou ne reussit pas sans l’emploi de moyens qui le favo- 
risent. Egalement done aussi un tres grand refroidissement de l’air par sa 
dilatation est douleux, surtout si la dilatation n’est pas effectu&ee momentanement, 
mais plulöt successivement, comme dans les locomotives a air. En tant que 
sache l’editeur, des experiences derecies et suffisamment etendues, pour con- 
stater sans hypoltheses et immediatement, l’influence de la dilatation de l’air sur 
sa /enszon, produite par le refroidissement, manquent encore absolument. On 
attend les resullats des experiences sur le refroidissement de l’air par la dila- 
tation que Mr. Aleynault prepare; ils decideront si la formule (4.) est bonne. 
ou si et comment elle doit etre modifiee. 

Pour notre sujet, savoir pour lutilisation de la force expansive de l’air 
comprime comme force motrice sur les chemins de fer, au moyen de loco- 
molives a air avec detenle, ce n'est pas proprement le refrordissement de 
"air, produit par la dilatation subite, qui nous interesse, mais plutöt la dimi- 


nution de la /enszon de l’air au deläa de ce qu’elle doit etre suivant la loi de 
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Mariotte. Pour trouver cette dimunition par la voie la plus sure, le meilleur 
moyen serait evidemment d’experimenter immediatement avec un eylindre de 
locomolive a air, non pas en miniature, mais de grandeur ordinaire; de me- 
surer avec un dynamomelre la force ellective du piston ei de la comparer 
avec celle qui aurait lieu si la loi de Mariotte n’etait pas changee par le 
refroidissement de l’air. Mais si l’on veut eviter ces experimenis un peu coü- 
leux, il parait qu’on pourrail aussi arriver au meme büt par des experiences 
suivantes, bien moins coüleuses. 

13. On meltra en communicalion par un lube en melal el courbe, un 
vase tout clos d’un volume de 30 a 60 deeimelres cubes, que nous desiene- 
rons par PB, avec un manomelre compose d’un Inbe en verre descendant ver- 
ticalement de 12 decimetres environs, el d’un aulre Iube en verre, remontanl 
verticalement de 16 decim., les deux tubes mis en communications enire eux 
a leurs bas par un tube courbe en metal, tous les tubes droits el courbes 
preeisement du wweme calibre et de celui des tubes de barometre ordinaire. Le 
tube descendant sera designe par A,, le tube ascendant par #&,. Dans la 
parlie courbee qui joint en bas les deux tubes descendant el ascendant, sera 
un robinet H,. du meme calibre que les tubes. Un aulre robinet #4,, d’un 
plus gros calibre, se trouvera au vase BD. Les deux robinels #7, et MH, seront 
mis en communicalion, par ex. au moyen d’une eremaillere, qui s’engrenera dans 
deux pelites roues dentelces, fixees aux deux robinels, de sorte qu’au moyen 
de cet appareil les deux robinets peuventl elre ouverts et fermes absolument 
dans le meine moment, bien que le robinel IH, en bas, puisse aussi eire 
tourne independamment de l’autre. Les tubes du manometre seront emplis de 
mercure, en lant que sa surface, quand il est en niveau dans les deux tubes, 
se tient de 4 deeim. environ au dessous de la courbure superieure du mano- 
metre dans le tube descendant, et par consequent de 8 deeim. au dessus du 
robinet ZI, en bas, et de S decim. au dessous de l’embouchure du tube ascen- 
dant qui est ouvert en haut. Le point ou le mercure dans les deux tubes 
est au niveau, sera le point zero du manomelre. Cela pose, apres avoir 
ouvert le robinet #,. et ferm& le robinel H,, on comprimera successivemen! 
par une pompe A air, l’air atmospherique contenu dans le vase B jusqu’a une 
tension de 3 atmospheres. Par l’effet de cette compression, si dans le moment 
de l’experience le barometre se tient par ex. a la hauleur de 76 centim. au 
dessus de zero. le mercure dans le tube decendant Zi, du manomeltre sera 
refoule de 76 cenlim. vers le bas. et dans le tube ascendant Ä, il montera 
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de 76 cenlim. au dessus du point zero. L’equilibre &tant parfaitement retabli 
apres cette operation, on ouvrera le robinet 4, du vase B et en laissera 
sorlir l’air comprime; mais on n’atiendra pas l’epuisement du vase et le re- 
tablissement de lequlibre de l’air qu’il contient, avec l’air exterieur; au contraire 
en refermera deja le robinet #,, tout au plus apres un laps de temps d’une 
seconde. Comme l’air comprime sortira du vase B avec une vitesse et ve- 
hemence extremes, sa tension diminuera deja considerablement, m&öme dans le 
petit espace de temps, peul-eire de 3 jusqu’a 14 atm. En refermant le ro- 
binet #,, l’autre robinet /,. au bas du manometre, qui etait ouvert, doit aussi 
tre ferme dans le möeme moment au moyen de la cr@maillere; mais imme- 
diatement apres on reouvrera le robinet 7], seul, celui H, restant ferme. Par 
l’effet de l’ecoulement de l’air du vase DB, et de la dimunition de sa tension, 
produite par la, le mercure sera monte dans le tube descendant et tombe& dans 
le tube ascendant du manomelre, pour relablir son &quilibre avec la pression 
diminuece de l’air. Si. comme on la suppose, la tension de l’air dans le vase 
B a ete reduite par l’ecoulement de 3 jusqu’a celle de 14 atm., le mercure 
dans le tube descendant du manometre devra eire monte de 76 jusqu’ä 
19 cenlim. au dessous de zero, et tombe dans le tube ascendant de 76 jus- 
qu’a 19 centim. au dessus de zero, car la difference de niveau de 2.19 = 
38 centim. est celle qui tient @equilibre au surplus de la demz- utmosphere qui 
est restee a l’air dans 3 sur l’air exterieur. Mais tout cela n’arriveroit que 
sous la condition que la loi de Mauriotte seule ait lieu. Or indubitablement 
un refroidissement a el& produit par la dilatation subite de l’air, et par la 
une diminution de la tension de l’air aw dela de celle que veut la loi de 
Mariotte. Donc le mercure dans le tube descendant R, du manomelre sera 
monte plus haut que 19 centim. au dessous de zero, et celui dans le tube ascen- 
dant /t, sera tombe plus bas, et ce surplus donnera immediatement la mesure 
de l’effet que le refroidissement de l’air par la dilatation subite a sur sa ten- 
sion. Du surplus de diminution de la tension de l’air, qu’on trouve de cette 
maniere, on pourra, si on le veut, calculer reciproquement le degre du 
refroidissement selon la loi de @uy-Lussac. Comme le robinet H, en bas, 
a el& r&ouvert momentanement apres la fin de l’ecoulement de l’air du vase 3, 
le mercure dans le tube descendant R, retombera, et celui dans le tube R, 
remontera peu ä peu et ä mesure que l’air dans le vase DB reprend la tem- 
perature exterieure; cela se conlinuera jusqu’aux points auxqu’elles il faut que 


le mercure resle slationnaire d’apres la loi de Mariotle, et la difference de 
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ces elevations est alors la mesure de la tension permanente qui est restee 
a Fair comprime dans le vaseB. Le robinet H,, au bas du manomelre, na 
d’autre but que d’empecher les osesllations du mercure dans les deux tubes 
du manomelre; ou au moins de les amoindrir aultant que possible. Car en 
vertu du mouvement que le mercure a acquis en lombant et en montant dans 
les deux tubes, par suite de l’ecoulement de lair du vase 3, celui du tube 
descendant monleroit encore plus haut, et celui du lube ascendant lomberoit 
encore plus bas qu’il ne faut pour faire &quilibre ä l’air dilate et refrordi, si 
la masse du mercure eloit parfaitement libre. Mais comme le robinet HM, a 
ete ferme immediatement apres la fin de l’ecoulement de l'air du vase B, le 
mercure descendant dans le tube A, se heurfe contre le robinet AH, et ne peut 
pas continuer son mouvement. Seulement le mercure dans le tube ascendant 
le peut encore, mais la conlinualion de son ascension ne peut elre que Ires 
insignifiante, parceque non seulement le pords du mercure, mais en outre la 
forte presszon de 14 atm. de l’air s’y oppose, et elle ne peut durer que 
pendant un temps tout a fail imperceptible. Done, apres qu’on a eu r&ouver! 
le robinet H,. les oseillations qui peuvent avoir lieu, ne pourront etre que 
tres insignifianles. On voit que de cette maniere, a l’aide du robinet H,. 
l’effet que le refroidissement de l’air par la dilatation subile a sur sa tension, 
pourra elre mesure immediatement et avec beaucoup de sureie et d’exaclitude. 
Aussi voit-on que par un procede lout analogue le surplus de augmentation 
de la tension de l’air que l’echauffement produit, en comprimant l’air, pourra 
elre mesure, si par ex. d’un second vase, empli d’air comprime, on laisse 
s’ecouler cet air dans le vase DB, dans lequel l’air n’est pas comprime, et plutöt 
dilate. De m&me, le surplus de diminution de la tension de l’air que le re- 
froidissement produit en dilatant l’air, pourra @tre mesure si du vase 3, con- 
tenant de l'air atmospherique, on laisse s’ecouler cet air dans un autre vase 
contenant de l’air dilate. 

14. Mais quels que soient les resultais de ces experiences, ou d’autres, 
ei meme si toutes les experiences devaient conlirmer purement la formule (4.), 
il y a encore deux ceirconstances a prendre en consideralion dans le calcul de 
l’elfet de l’air comprime comme force motrice sur les chemins de fers. Toutes 
les deux s’opposent a la diminulion de la tension de l’air, produite par son 


refroidissement, quand il est dilat@ dans les ceylindres de la locomolive a de- 
tente; et tout aussi bien qu’il faut avoir egard ä l’effet du refroidissement de 


l’air dilate, il faut aussi avoir egard a ces deux circonstances. 
27 * 
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La premiere est le retablissement de la temperature de l’air refroidi 
par la dilatalion, qui lui vient du dehors par les parois du eylindre. Quel temps 
ce relablissement demande-t-il?  Cetle question ne parait pas encore avoir 
ele resolue; mais il est bien possible, et m@me vraisemblable que ce temps est 
ires courl, parceque le calorique ne peut pas @ire chasse. ni aneanlti par la 
dilatalion, mais seulement devenu latent; et qu’il reprendra bien vite sa fonction. 

La seconde ceirconslance est le frot/ement du piston contre les parois 
du eylindre. Ce irottement est tres fort, si le piston. comme il doit l’etre, 
est tout en melal, et il produit un @chauffement considerable qui s’oppose au 
relroidissement de l’air par la dilatation. 

Tout cela reste encore aA examiner et a mesurer, et c’etait dans ces 
vues que lediteur a dit (page 16) de son memoire, que selon son opinion 
"abaissement de la temperature de l’air n’aura pas un effet considerable sur 
sa tension. IH insiste sur cetle opinion, el par consequent aussi sur les re- 
sultas de ses ealeuls,. jusqu’a ce qu'il sera demontre que ces resultats doivent 
etre modilies, et dans quelle proporlion; ce qui n’a pas encore eie fait. 

Id. Du reste il est a desirer que par les objections de l’auteur, on 
ne se laisse peut-elre pas determiner a abandonner tout a fait lidee de Futi- 
lisation de la lension de Fair comprime comme force motrice sur les chemins 
de fer; ce serail une perte enorme. Heureusement il n’existe pas un molil 
raisonnable pour cela, parceque, ainsi qu’il a ete demontre plus haut, les pre- 
lerences de lair comprime comme force motrice, lui restent encore, m&me dans 
le cas ou la formule (4.) et les resultats qu’elle donne, devraient &tre justifies 
par lexperience, ce qui d’ailleurs par soi-meme est ?umposseble, parceque en 
out cas (suivant $. 14) il reste encore a prendre en consideration les ellels 
du relablissement de la temperature de l’air par les parois du cylindre et du 
Irollemen! du pision conlre ces parois. 

16. Lauleur des objeelions contre les calceuls de l’editeur merite d’ail- 
leurs la reconnaissance, surloul des physiciens, parceque ces objections con- 
tribuerons peul-elre Aa exeiter de nouvelles tentatives pour approfondir une 
question ires interessante de physique, et qui jusqu’ici n’a pas encore &l& resolue 


parlailem pt. 


Berlin. Mai IS50 
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IS. 
Über die Aufhebung der Ungleichmäfsigkeit der 
dureh die Kurbel vermittelten Bewegung. 


(Von Herrn Amtmann Prehn zu Ratzeburg.) 


Wenn die gleichförmig rotirende Bewegung einer Axe und die (alter- 
nirende) geradlinige Bewegung einer Stange mittels der Kurbel mit einander in 
Verbindung gesetzt sind, so hebt die Geschwindigkeit der Stange mit OÖ an, wächst 
bis zu einem Maximum, und nimmt dann wieder bis auf O ab. Die Bewegung 
ist aber ungleichmälsig, dergestalt, dafs das Maximum nicht in der Mitte liegt. 
vielmehr die Stange in der einen Hälfte der auf den ganzen Weg verwen- 
deten Zeit mehr als die Hälfte des Weges und in der andern Hälfte der Zeil 
weniger als die Hälfte des Weges zurücklegt. 

Diese Ungleichmäfsigkeit, welche bei manchen Maschinen Unzuträg- 
lichkeiten hat, wird vermindert, je mehr die Leilstange der Kurbel verlänger! 
wird: sie würde ganz verschwinden, wenn die Leitstange unendlich lang 
werden könnte. 

Es werde nun die Aufgabe gestellt: eine Kurbel, für eine beliebige 
endliche Länge der Leitstange,. so zu construiren, dafs sie eine vollkommen 
sleichmäfsige geradlinige Bewegung vermittelt; gleich derjenigen. welche bei 
Anwendung einer unendlich langen Leitstange entstehen würde. 

Die Betrachtung des analvlischen Ausdrucks für die Kurbelbeweeung 
hat mich zu einer einfachen Lösung dieses Problems geführt 

Ist in (Taf. Il. Fig. 1.) cee=r der Halbmesser der Kurbel, ef—! die 
Länge der Leitstange und «’b’ —=?2r der ganze Weg, den die Stange fn bei 
einer halben Umdrehung der Axe zurückzulegen hat: ist ferner «f== wu der 
einer Axendrehung d)ee=g correspondirende Weg der Stange, so findet man 

u — r(1— cosp) + yÜ—rsing’)—1. 
Für den Fall, dafs = x oder die Leitstange unendlich lang wäre, hätte man: 


a—=r(1—cosp). 
Der Weg «g, der einer Axendrehung —= nr — g correspondirt, ist 
r(1-+cosp)-y(®—r’sing‘)—!, und bezeichnet man mit « den Weg 
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by --2r —- ag. den die Stange beim Rückwärtsgehen während einer Axen- 
drehuno y zurücklegen würde, so hat man 
u“ — r(1—c05p) — YP—r sing‘) +1. 


(riebt man der Kurbel eine zweite Leitstange eg, von der gleichen Länge —=/, 
aber entgegengeselzier Lage, so ist es offenbar, dafs bei einer Axendrehung —=y 
der Punect g der zweiten Leitstange, in der Richtung der durch das Centrum 
der Kurbel gehenden Senkrechten, den Weg ay = b'y' —= u’ zurücklegen wird. 
während der Punet f der ersten Leitstange den Weg a’f== u zurücklegt. 
\un ergeben aber die Gleichungen, dafs 

ı(u+-u) — r(1— cosy). 
d. h. das arithmetische Mittel der Wege von f und von y ist, gleich dem Wege, 
den die Stange bei der erzielten gleichmälsigen Bewegung zurücklegen soll. 

Könnte man daher die Puncte f und g der beiden Leitstangen so ver- 
binden, dals beide ihre eigenthümliche Bewegung behielten. und könnte man 
bei dieser Verbindung den Angriffspuncet der Stange so anbringen. dals der 
Weg der Stange dem arithmetischen Mittel der von den Puncten f und y 
zurückgelegten Wege gleich sein mülste, so würde die Aufgabe gelöset sein. 

Beide Bedingungen werden aber ersichtlich durch ein verschiebbares 
Quadrat erfüllt, dessen oberste und unterste Winkelspitzen resp. mit den Puncten 
/ und y verbunden werden. während der Mittelpunct desselben zum Angriffs- 
punel der Stange genommen wird. Die Verschiebbarkeit des Quadrats in ein 
gleichseiliges Parallelogramm gestattet nemlich die gleichzeitige Bewegung der 
beiden Leitstangen. und der Weg, den der Mittelpunet zurücklegt. ist noth- 
wendig das arithmelische Mittel der Wege der beiden Winkelspitzen. 

Die Fig. 2. zeigt die Anordnung für den Fall. dafs die Kurbel frei 
aufserhalb des Stützpuneis der Axe liegt: für den Fall. dafs die Kurbel in 
einem Knie der Axe gehen soll, mufs das Gestänge gebrochen sein; so dafs 
es die Axe zwischen sich fassen kann. 

Es ist der Punct f der obern Leitstange mittels des Verbindungs- 
stücks /d’ mit der obern Winkelspitze d’ und der Punct y der untern Leit- 
stange mittels des Verbindungsstücks gd mil der untern Winkelspitze d des 
Quadrats in Verbindung gesetzt; wobei es sich von selbst versteht. dafs die 
Verbindungsstücke fd’ und yd durch Frictionsrollen, oder auf andre Weise, in 
lothrechter Stellung erhalten werden müssen. In dem Mittelpunct « des Quadrats 
ist der Angriffspunet der Stange «an, welche alsdann die geforderte gleich- 


mäfsige Bewegung erhält. 
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Um die Gröfse des Quadrals zu bestimmen, dient folgende Betrachtung. 
Die Entfernung der Puncte f und g, welche bei = 0 und y = .ı ihren 
grölsten Werth — 27 hat, ist am kleinsten bei 9=!n und hat da den Werth 
— 2y(—r’); das Quadrat mufs daher um die Länge = 2 (!— y("—r’)) sich 
strecken können. Ist nun d der kleinste Winkel, den die Seiten des Quadrats 
bei der stärksten Verschiebung mit einander bilden und « die Länge der Seite. 
so ist die gröfste Streckung des Quadrats — 2u (cos 4d — sinld) und man hal 
mithin zur Bestimmung der Seite « die Gleichung 
I— vi’ — r?) 
cos4öd — sin 4d | 





Be 


Der Werth von d ist von technischen Rücksichten abhängig; in der Zeichnung 


Fig. 2. ist d —= 60° vorausgesetzt und es ist mithin, da 2 —=2,3.r ist, u ?r; 
nimmt man den Werth d = 45° als zuläfslich an. so erhält man für die 


Seite des Quadrals « = 0,444. r. 
Berlin. den 23. März 1850. 
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19. 
Uber das gröfste Produet der Theile oder Sum- 
manden jeder Zahl. 


(Von dem Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin. ) 


Wird eine gegebene Zahl a in zwei beliebige Theile zerlegt, so ist 
bekanntlich das Product der Theile am gröfsten. wenn dieselben gleich sind. 
Eben so verhält es sich, wenn die Zahl « in 3, 4, 5. .... rn Theile zerlegt 
wird. Da aber die hiebei entstehenden gröfsten Producte unter sich verschieden 
sind, so entsteht die Frage: „en wzeviele gleiche Theile, oder in was für 
Theile die Zahl a zerlegt werden müsse, damit das Product derselben am 


allergröfsten, ein Maximum Maximorum, werde?” 


Man findet leicht, dafs jeder Theil —=e, d. h. gleich der Grundzahl der 

2. . . . ran a d ° » 

natürlichen Logarithmen, und somit die Anzahl der Theile —= — sein muls. 
| - 


so dafs also das verlangte grölste Produc! 


k 


== 
ist. Oder da ye 1.4446..... so ist das gröfste Product der Summanden 
eder Zahl «a j 
— (1,4446... .)“. 
Wenn also ze=yz=.«a, so ist immer 


> 2 
[1 2 


1 h l 
Für a=1,. wird 2—=—, und da man dabei auch y==— annehmen 


kann. so hat man 


yve>yz, oder e’ >g‘, 

d.h. „Würd jede Zahl durch sich selbst radıeir!, so gewährt die Zahl e die 
allergröfste Wurzel; oder: „Die Zahl e hat die Eigenschaft, dafs sie, mit 
jeder andern Zahl z gegenseitig potenzirt, allemal die gröfsere Potenz giebt. 


Verlangt man zwei Zahlen 5 und e, für welche 
b Li 
= ye, Ar Ko e 


sein soll. so ist die eine, etwa d, kleiner und die andere e grölser als e; 
nämlich & hat den Spielraum von e bis 1, während ce von e bis x wächst. 
Es giebt nur einen Fall. wo 5 und e ganze Zahlen sind. nämlich 2 und 4. 


Wenn d>ec>e, so ist immer 
’ d 
ve > yd, oder c* > d‘“. 


Berlin. im März 1850. 


we 
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0. 


Über die Reduction der positiven quadratischen 
Kormen mit drei unbestimmten ganzen Zahlen. 
(Von Herrn Prof. @. Lejeune Dirichlet zu Berlin.) 


(Vorgetragen in der Sitzung der physikalisch- mathematischen Classe der Akademie 


am Slten Juli 1848 *)). 


Bekanntlich hat Z,agrange zuerst gezeigt, dals jede binäre quadra- 
tische Form redueirl, d. h. in eine andere äquivalente verwandelt werden kann. 
deren Coöffieienten gewisse Ungleichheitsbedingungen erfüllen, und zugleich 
nachgewiesen, dafs in jeder Classe posiliver Formen immer nur eine einzige 
solche Form existirt, so dafs für diesen Fall die verschiedenen. einer gege- 
benen Determinante entsprechenden reducirten Formen als die Repräsentanten 
der verschiedenen Classen dienen können. Nachdem später in den „Disqui- 
sitiones arilhmelicae” die ternären Formen aus einem allgemeinen Gesichts- 
punct betrachtet worden waren. wurde es für die weitere Ausbildung dieser 
Theorie erforderlich, die von Lagrange für die positiven binären Formen 
ausgeführte Untersuchung auf die ternären derselben Art auszudehnen, d.h. 
solche Ungleichheitsbedingungen zwischen den Coefficienten aufzufinden, dafs 
dieselben in jeder Classe von einer und nur von einer Form erfüllt werden. 
Diese mit grofsen Schwierigkeiten verbundene Erweiterung ist von Seeber 
in einem speciell den positiven ternären Formen gewidmeten Werke geleistet 
worden, dessen Hauptinhalt sie ausmacht und welches @aufs in einer höchst 
interessanten Anzeige **) wie folgt characterisirt: „Dem Geiste der Gründlich- 
„keit, womit diese Gegenstände (die Auflösung der Aufgabe nämlich, in jeder 
„Classe eine reducirte Form zu finden, und der Beweis, dafs es in jeder nur 
„eine giebt) durchgeführt sind, müssen wir volle Gerechtigkeit widerfahren 
„lassen. und wenn wir es dabei bedauern müssen, dafs damit eine grofse und 


*) Von dieser Abhandlung ist bereits ein Auszug im Monatsbericht der Akademie 
oegeben worden, worin das Prineip dieser neuen Behandlung der Reduction der positiven 
ternären Formen, die Betrachtung swecessiver Minima, angedeutet und der Beweis des 
ersten der beiden Seeber’schen Resultate nach diesem Princip vollständig durchgeführt ist 

**) Grelles Journal Band 20. pag. 312. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Hett 3, 28 
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„vielleicht Manchen abschreckende Weitläuftigkeit verbunden gewesen ist, da die 
„Auflösung des Problems 41 Seiten und der Beweis des Theorems 91 Seiten 
„einnimmt, so wollen wir dies doch keineswegs als einen Tadel angesehen 
„wissen. Wenn ein schwieriges Problem oder Theorem aufzulösen oder zu 
„beweisen vorliegt. so ist allezeit der erste und mit gebührendem Danke zu 
„erkennende Schritt, dafs überhaupt eine Auflösung oder ein Beweis gefunden 
„werde, und die Frage, ob dies nicht auf eine leichtere und einfachere Art 
„hätte geschehen können, bleibt so lange eine müfsige, als die Möglichkeit nicht 
„zugleich durch die That entschieden wird. Wir halten es daher für unzeitie. 
„hier bei dieser Frage zu verweilen.” 

Die grofse Complication der Seeber'schen Methode hat mich schon vor 
längerer Zeil zu dem Versuche gereizt, die Theorie der reducirten ternären 
Formen auf eine einfachere Weise zu begründen. Indem ich jetzt der Classe 
das Resultat meiner dahin gerichlelen Bemühungen mitzutheilen mir erlaube. 
olaube ich im Interesse der Kürze, und wenn ich so sagen darf, der Durch- 
sichtigkeit der Darstellung. die geometrische Form beibehalten zu müssen, worin 
ich die Untersuchung geführt habe. der ich die merkwürdigen Beziehungen 
zu Grunde gelegt habe, welche zwischen den quadratischen Formen mit zwei 
oder drei Elementen und gewissen räumlichen Gebilden Statt finden. Ich be- 
sinne mit der Ausführung der schon von G@aufs in der erwähnten Anzeige 


über diese Beziehungen gegebenen Andeutungen. 


53, 
Die ternäre Form 
(1) ax -+by" es + Rudy Mrz -42cyz = y, 
in welcher wir &, y, 2 als erstes, zweites, drittes Element betrachten. heifst 
positiv. wenn g für reelle Werthe dieser Elemente nie negaliv wird; in einer 
solchen Form sind die Goeffieienten 
a,b, ec 


immer positiv, während die Coöfficientenverbindungen 


(2) a —be, bD’—ac, ce" —ab, aa” + bb" - cc" — abe — Rab’ —= —D, 
deren letzte — D die Determinante der Form heilst. negativ sind *). Ver- 


möge dieser Bedingungen giebt es immer drei durch die Gleichungen 

= a D' c' 

COS 1. _ u COS ll =—— ze cos v — he 
vbe yac yab 


*) Disquisit. arith. art. 271. 
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völlig bestimmte spitze oder stumpfe Winkel, aus denen eine dreikanlige Ecke 
gebildet werden kann, da die hierzu erforderliche Bedingung 

cos’ A —- cos’ u -- cos vr —2cosh, cosucosr <— 1 
mit I>>0 zusammenfällt. Da jedoch mit denselben Winkeln 4, u, v zwei 
zu einander symmetrische Ecken gebildet werden können, so wollen wir über- 
einkommen,. immer die von diesen beiden Ecken zu wählen, bei welcher die 
Kanten, wie sie diesen Winkeln der Reihe nach gegenüber liegen. in Bezug 
auf eine vom Scheitel OÖ nach dem Innern der Ecke gerichtete und als nach 
oben gehend gedachte Gerade einander von der Rechten zur Linken folgen. 
Betrachten wir nun die drei Kanten als die positiven Axen eines Coordinalen- 
systems. so können wir den ganzen unendlichen Raum auf unsere Form be- 
ziehen, indem wir die Producte zya, yyb, zye als die Coordinalen eines 
beliebigen Punctes desselben ansehen. und Y drückt dann das Quadrat der 
Entfernung dieses Punctes vom Scheitel aus. oder noch allgemeiner das Qua- 
drat der Entfernung zweier Puncle, deren gleichnamige Coordinaten jene Pro- 
ducte zu Differenzen haben. Bildet man jetzt mit drei neuen unbestimmten 
Elementen x’, y’, 2’ die linearen Ausdrücke 


‘ ö IB, | 2 F RR n BR . | 5 z I z „ 2 | z nt 
(3. ) & UA re >) u ;? , Yy u WE L 1 j? y- 4 x . 94 _ Ü Re: Ti /) ) ” y 9 


wobei nur die eine Beschränkung Statt finden soll. dafs die aus den 9 Coef- 


ficienten &, 5, ... gebildete Determinante 
- “9, | 2.,! | 2m Be * „ „ aber Er an a : Pe; 2 \ 
(4)  epy'+Pya"+ya'p vB — ay'P Pay" = E 


nicht Null ist, so geht in eine neue Form y’ über, in Bezug auf welche 
alles Entsprechende mit den accentuirten Buchstaben bezeichnet werden soll. 
Läflst man der neuen Form wieder einen unendlichen Raum entsprechen. so 
sind dadurch zwei unendliche Räume Punet für Punct auf einander bezogen. 
indem je zwei Puncte einander entsprechen, wenn in den Ausdrücken ihrer 
Coordinaten 
ya, yyb, zyC5 a'ya, v'yb,, z’yc' 
die Elemente &, y, 35 x’, y’, z’ durch die Gleichungen (3.) mit einander ver- 
bunden sind. Sind die eben geschriebenen Ausdrücke die Coordinatendiffe- 
renzen für zwei Paare correspondirender Puncte, so finden offenbar noch 
dieselben Beziehungen zwischen x, y, ... Statt, woraus nach Obigem und 
wegen =’ sogleich folgt, dafs die Entfernung je zweier Puncte des einen 
Raumes der Entfernung der entsprechenden des andern gleich ist. 
25 * 
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Die beiden punetweise auf einander bezogenen Räume sind also ent- 
weder congruent oder symmelrisch, d. h. sie lassen sich, indem die Anfangs- 
puncte O und O’ auf einander gelegt werden, in eine solche Lage bringen, dafs 
entweder jeder Punet auf seinen entsprechenden oder auf den Gegenpunct des 
letzteren fällt, wenn wir zur Abkürzung zwei Puncte desselben Raumes, die 
vom Anfangspuncte aus in gleicher Entfernung und entgegengesetzter Rich- 
tung liegen, Gegenpuncte nennen. Um zu entscheiden, welcher von diesen 
beiden Fällen Stalt findet, hat man in dem einen Raume vom Scheitel aus 
nach drei beliebigen Punclen Linien zu ziehen und dann zu untersuchen, ob 
die im andern von seinem Scheitel aus nach den entsprechenden Puncten ge- 
zogenen (reraden eine übereinslimmende oder die entgegengesetzte Aufeinander- 
[olge darbieten. Nimmt man z. B. im zweiten Raume die nach den Puncten 


mit den Coordinalen 

va, 0,0; 0, yb', 0; 0,0, ye 
sezogenen Linien, so folgen diese, welche auf die positiven Axen des zwei- 
ten Raumes fallen, nach der oben getroffenen Übereinkunft einander von der 
Rechten zur Linken. Für die entsprechenden Puncte im ersten Raume hat 


man die Coordinaten 


aya, ya, «ya; Pyb, Pyb, P'yb; yyc, yYc, y'ye. 
Um auszumitteln, ob die nach diesen Puncten gerichteten Linien einander von 
der Rechten zur Linken, d. h. wie die Axen des ersten Raumes oder in um- 
sekehrter Ordnung folgen, kann man sich des bekannten .oder wenigstens aus 
bekannten Eigenschaften leicht ableitbaren Satzes *) bedienen, nach welchem 


die nach den drei Puncten mit den Coordinaten 


5 eu ’ , 1 7 rn 
Ss, N; >> > 3 1; — > 3 > 


U 


sezogenen Geraden dieselbe Aufeinanderfolge wie die Axen der S, 7, { oder 
die entgegengesetzien darbieten, je nachdem die aus den 9 Coordinaten ge- 
bildete Determinante, wenn man darin dem Gliede SZ” das positive Zeichen 
giebt. positiv oder negativ isi. Für unsern Fall wird diese Determinante 
Ey(abe'); es findet also Congruenz oder Symmetrie Statt, je nachdem E 
positiv oder negativ ist. 

Bisher hallen die Elemente x, y, 3 beliebige Werthe. Läfst man sie 


jetzt nur noch ganze Zahlen bedeuten, so haben wir statt des ganzen Raumes 


*) Disq. gen. eir. superf. cur. auct. ©. F. Gaujs. g. 1. VM. 
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ein unendliches System parallelepipedisch geordneter Puncte, d. h. ein Puncten- 
system, welches durch die Durchschnitte dreier Reihen paralleler äquidistanter 
Ebenen gebildet wird. Nehmen wir nun noch an, dafs auch die Substitutions- 


coeflicienten «, /, ... ganze Zahlen sind und #& den Werth +1 hat, so wird 
jeder ganzzahligen Verbindung &, y, x eine ganzzahlige Verbindung x’, y', z' 
und umgekehrt entsprechen. Die solcher Weise auf einander bezogenen paral- 
lelepipedischen Systeme können nach Obigem in solche Lage gebracht wer- 
den, dafs das eine entweder mit dem andern oder mit den Gegenpuncten des 
letzteren zusammenfällt. Beide Fälle sind jedoch nicht von einander ver- 
schieden, da die Gegenpuncte der Puncte eines solchen Systems wieder das- 
selbe System bilden, und dasselbe erhellt auch aus dem Umstande, dafs g un- 
geändert bleibt, wenn man «&, P, ... mit entgegengeselzien Zeichen nimmt. 
wodurch & in —# übergeht. Die beiden Systeme sind also immer congruen! 
und man sieht, dafs die. zwei äquivalenten ternären Formen g und y’ ent- 
sprechenden Systeme dasselbe räumliche Gebilde in zwei verschiedenen An- 
ordnungen sind. Umgekehrt entsprechen irgend zwei verschiedenen parallel- 
epipedischen Anordnungen desselben Systems äquivalente Formen. Nimmt man 
nämlich irgend einen Punet des Systems zum gemeinschaftlichen Anfangspunct. 
so hat man zwischen den. auf die beiden Axensvsteme bezüglichen Coordi- 
naten und also auch zwischen den ihnen proportionalen Elementen .ır, y, 2, 
c', y', %, lineare Gleichungen ohne constantes Glied. d. h. Gleichungen von 
der Form (3.), und da nach unserer Voraussetzung, wenn x, y, x ganze 
Zahlen sind, auch x’, y’, 3’ dieselbe Eigenschaft haben müssen und umgekehrt. 
so folgt, dals «@, ?, ... ebenfalls ganze Zahlen sind und dafs K= +1 ist. 
Andrerseils hat man für zusammengehörige ganze Werthe der Elemente. ==), 
welche Gleichung daher auch identich Statt findet, w. z. b. w. 
Ähnliche Beziehungen finden zwischen einer posiliven binären Form 
la’ + Amxcy-ny“ 
und einem System parallelogrammatisch geordneter Puncte Statt. Nimmt man 


. i “| m i ie 
hier zwei unter dem durch die Gleichung cos# = 7 bestimmten Winkel # 
Ä nz 


gegen einander geneigte Axen, indem man bei der Unterscheidung dieser 
Axen immer gleichförmig verfährt und z.B. die zweite links von der ersten 
wählt, nachdem eine bestimmte Seite der Ebene als die obere bezeichnet wor- 
den, und betrachtet zyl, yyn als Coordinaten, so erhält man ein durch die 


quadratische Form völlig bestimmtes System von Puncten, die als die Durch- 
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schnilte von zwei Reihen äquidistanter Parallellinien betrachtet werden können. 
Findet dann zwischen zwei Formen die sogenannle eigentliche Aquivalenz Statt. 
so dafs ed — y in den Substitutionsgleichungen & — «x +Py, Yyaya -0dy' 

r positiven Einheit gleich ist, so lassen sich die entsprechenden Systeme durch 
Kama in der Ebene zum Coincidiren bringen. während im andern Falle wo 
ed — y : -1. allgemein zu reden, eins der Systeme zu diesem Zweck um- 


, 


veleet werden muls. 
$. 2. 

\achdem wir im Vorhergehenden den Zusammenhang zwischen den 
quadratischen Formen und gewissen geomelrischen Gebilden festgestellt haben. 
sind einige weitere Eigenschaften dieser Gebilde zu entwickeln, wobei wir 
ur Abkürzung ein System parallelogrammatisch oder parallelepipedisch geord- 
neler Puncte ein System zweiter oder dritter Ordnung. und eine unendliche 
Reihe äquidistanter Puncte in gerader Linie ein System erster Ordnung nen- 
nen werden. 

Der gemeinsame Character aller drei Gattungen von Systemen besteht 
ollenbar darin, dafs. wenn ein solches System durch eine Bewegung ohne 
Drehung. die wir eine Verschiebung nennen wollen, so in eine andere Lage 
voebracht wird. dafs ein Punet desselben in die anfänglich von einem andern 
eineenommene Stelle übergeht, dasselbe für alle Puncte Statt findet, so dafs 
das System in seiner neuen Lage mit dem System in der ursprünglichen Lage 
vollständig coineidirt. Es lälst sich leicht nachweisen, dafs die eben be- 
sprochene Verschiebbarkeit alle drei Galtungen von Systemen vollständig charac- 
terisirt, und dafs ein mit diesem Character begabtes System, wenn es in einer 
Geraden liegt und zwei Puncte enthält. wenn es in einer Ebene liegt und 
drei nicht einer Geraden liegende Puncte enthält, so wie endlich ein System. 
welches wenigstens vier nicht in einer Ebene befindliche Puncte enthält, 
vespeclive ein System erster, zweiter oder dritter Ordnung sein wird. 

Hat man z. B. ein System von Puncten, die sämmtlich in derselben 
(reraden liegen. und sind « und « zwei benachbarte Puncte desselben, so 
wird durch eine Verschiebung. wodurch «# nach a’ gelangt, a’ nach a’ gelan- 
ven. wo dd ac: der von « eben so weit entfernte Punct «”, als « selbst 
von a entfernt ist, gehört daher ebenfalls zum System und dasselbe hat keinen 
Punct zwischen «@ und «, da ein solcher vor der Bewegung zwischen « und 


« gewesen wäre. Da sich diese Betrachtung nach beiden Seiten ins Unbe- 


stimmte fortselzen lälst. so ist die Behauptung bewiesen. 
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Es seien jetzt in einem ebenen Systeme mit dem Character der Ver- 
schiebbarkeit zwei benachbarte Puncte « und «', so dafs in der Linie «#« 
zwischen a und « kein Punct des Systems sich befinde. Da durch die 
Verschiebung von «# nach «, die unendliche Gerade «« sich in sich selbs! 
[ortbewegt. so folgt, dafs sämmtliche Puncte des Svstems in dieser (rera- 
den, ein System erster Ordnung .. "«aaa'a” .. bilden. Da nun das System 
nach der Voraussetzung noch wenigstens einen Punet aufserhalb dieser (re- 
raden hat, so sei 5 einer der dieser Geraden nächsten Puncte. Tritt jetz 
eine Verschiebung ein, wodurch « nach 5 gelangt. so geht das System erster 
Ordnung in die neue Lage ..”b’bbb'b".. über und gehört in dieser dem 
ursprünglichen Systeme an, und zugleich ist klar, dafs weder zwischen den 
Puneten ..”"b, 'b,5, 0b’, b’.. noch zwischen den Geraden .. 'bbb' ... .. 'aau . 
sich ein Punet des Systems befinden kann. Schliefst man so fort. so sieh! 
man. dafs das gesammte System parallelogrammalisch angeordnet werden kann. 
und dafs man aa'b’b zu einem Grundparallelogramm desselben wählen kann. 
Wir fügen noch hinzu, dais durch die angegebene Construction olfenbar allı 
parallelogrammatischen Anordnungen, deren das System fähig ist. erhalten 
werden können. Es folgt dies daraus, dafs die Wahl von « bis auf die 
offenbar nothwendige Beschränkung. dafs zwischen a und «' kein Punct liege. 
beliebig ist. und dafs dann 5 in der nächsten Parallellinie beliebig angenom- 


men werden kann. 


Hat man endlich ein System mit dem Character der Verschiebbarkeit. 
welches wenigstens vier nicht in derselben Ebene liegende Puncte enthält. so 
lege man durch irgend drei nicht in einer Geraden liegende Puncte desselben 
eine Ebene. Da durch jede parallel mit dieser Ebene bewirkte Verschiebung 
diese sich in sich selbst bewegt, so bilden nach dem Vorigen die in dieser 
befindlichen Puncte ein System der zweiten Ordnung. Nachdem man diese: 
auf irgend eine Art parallelogrammatisch abgetheilt hat, nehme man einen der 
übrigen Puncte des räumlichen Systems, welche der Ebene am nächsten liegen. 
und ertheile dem System eine Verschiebung, durch welche ein beliebiger Pune!i 


oelanet. 


in der Ebene nach dem schon aufserhalb derselben gewählten Puncte o 
Durch wiederholte Anwendung derselben und der dieser entgegengesetzten Be- 
wegung erhält man offenbar eine parallelepipedische Anordnung des gegebenen 


ep) 


Systems und zugleich ist klar, dafs die angegebene Constructon die gehörige 
A 


Ilgemeinheit hat, da die Wahl der ersten Ebene, die Anordnung des Systems 
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zweiter Ordnung in dieser und endlich die Wahl des Punctes in der nächsten 
Ebene nach Belieben geschehen kann. 

Zum Schlufs dieses Paragraphen wollen wir noch zeigen, dafs, wie 
man dasselbe System zweiter oder dritter Ordnung auch abtheile, das der 
jedesmaligen Abtheilung zu Grunde liegende Parallelogramm oder Parallel- 
epipedum immer denselben Inhalt behält, was die geometrische Bedeutung des 
Salzes ist. dafs äquivalente Formen gleiche Determinanten haben. Denkt man 
sich nämlich in der Ebene eines Systems zweiter Ordnung eine in sich zu- 
rückkehrende Linie, z. B. eine Kreislinie, bezeichnet mit x den von ihr ein- 
veschlossenen Flächenraum und mit s die Anzahl der Puncte im Innern der 
Linie, wobei es gleichgültig ist, ob man die Puncte auf dem Umfang mitzählen 


nn 


will oder nicht, so hat offenbar der Quotient — bei wachsendem Radius den 
$ 

Inhalt eines Grundparallelogramms zur Grenze, woraus, da s und z von der 

Art der Anordnung des Systems unabhängig sind, der Satz für Systeme 

zweiter Ordnung erhellt. Ganz auf dieselbe Weise folgt die Richtigkeit der 


Behauptung für räumliche Systeme. 


$. 3. 

Wir wollen jetzt zeigen, dafs ein System zweiter Ordnung sich immer 
nach einem Grundparallelogramm abtheilen läfst, dessen Seiten nicht gröfser 
sind als seine Diagonalen. 

7 r i I. Es sei o ein beliebiger Punct 

des Systems. Die übrigen Puncte desselben 

IN liegen immer paarweise in gleicher Ent- 

pP x YP fernung und enigegengeselzter Richtung 

von o. Es sei nun » einer der Puncte 

des Paares. für welches die Entfernung 

2 7 “von o kleiner als für jedes andere Paar 

ist. Findet dieselbe kürzeste Entfernung für mehr als ein Paar Statt, so wähle 
man p» nach Belieben in einem derselben. Das gegebene System besteht aus 


_ 


einer unendlichen Anzahl unter einander eongruenter und äquidistanter Sysleme 
erster Ordnung. deren eines dasjenige ist, wozu o und » gehören. In einem 
der beiden diesem letzteren benachbarten nehme man den Punct 4, welcher 
o am nächsten ist. oder. falls dieselbe kürzeste Entfernung für zwei Puncte 


Statt finden sollte. einen derselben nach Belieben. Das so erhaltene Parallelo- 


oramm pogr hat die verlangten Eigenschaften, da nach der Construction 
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Pad 


op = 0g, 09 - or, 09 08s—p»gq. Ein Grundparallelogramm, welches diese 


Bedingungen erfüllt, soll fortan ein reducirtes heifsen. 


Il. Wir haben jetzt die Beziehungen zwischen einem solchen Parallelo- 
gramm und dem ebenen System, dem es angehört, festzustellen. Ist poyr ein 
reducirtes Parallelogramm, so können wir, ohne der Allgemeinheit zu schaden. 
den Winkel poy als nicht stumpf voraussetzen, da im entgegengesetzten Falle der 
Winkel bei o für das anliegende zu derselben Anordnung gehörige Parallelo- 
sramm ein spitzer ist, und eben so können wir 0p — og annehmen. Als- 


dann ist,.offenbar or > og, und wir haben nur noch die Bedingung py _ oy 


zu berücksichtigen. Dies vorausgesetzt und wenn wir zur Abkürzung 0p = yl, 
049 = yn setzen, so dafs also ln, lälst sich die Beziehung unseres Parallelo- 


gramms zum gesammten Punctensystem dahin aussprechen, dafs das Minimum 
der Entfernung irgend eines Punctes des Systems von 0, —y/, und dafs. 
nachdem man einen Punct in dieser Entfernung gewählt, in allen noch übrigen 
Richtungen, d. h. aufserhalb der von o nach dem ersteren gezogenen Geraden. 
das zweite Minimum — yn ist. Das eben Gesagte gilt ganz allgemein, was 
wir jetzt hinzufügen, dafs nämlich das erste Minimum nur für den Punct » 
(wenn wir von zwei Gegenpuncten immer nur einen erwähnen), das zweite 


nur für g Statt findet, mit folgenden Ausnahmen: 


1°. Ist op og o9yg=pgy=0s, so findet das erste Minimum nur für », 
das zweite für g oder s Slatt. 

2°. It op=0g, 09<pg==0s, so sind die Minima gleich und man kann 
p und g mit einander vertauschen. 

3”. Ist endlich op =og=pg=0s, so kann man einen der Puncte p, 9, s 
als ersten Punct, und dann einen der übrigen als zweiten wählen. 


Um das eben Behauptete zu beweisen. haben wir offenbar, da Gegenpuncte 
immer gleich weit von o entfernt sind, nur zu zeigen, dals y näher bei © 
liegt. 1°. als alle übrigen Puncte in der Geraden syr, mit Ausnahme des 
Punctes s, dessen Entfernung von o, nach der Voraussetzung = 08 — py —.og, 
und 2°. als alle Puncte der folgenden Parallellinien. 


Da py—0p, p9g—0g, und Winkel p0og nicht stumpf ist, so hat das 
Dreieck opy und also auch das mit ihm congruente oys keinen stumpfen 
Winkel; es fällt daher das von o auf gs herabgelassene Perpendikel zwischen 


s und g (inel.), womit der erste Punct erledigt ist. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 3 29 
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Selzt man cospogy —= in .„ wo also a nicht negativ ist, so hat man 
pq — 2m-n — 04 = n, und folglich 2m —l, 2m. n, 4m —. In. Setzt 
man noch das Quadrat der Höhe unseres Parallelogramms (op —= yl als Grund- 
iinie betrachtet) k, so erhält man für das Quadrat ./ seines Inhalts. 
/ Ik In— m —_ ;{n, und folglich YA — $y\3n). Hiernach ist schon die 
zweite Parallellinie wenigstens um y(3n) — og] 3 entfernt. und auch der zweite 


Punet bewiesen. 

Ill. Da die successiven Minima y/, yn durch das System an sich und 
inabhängig von jeder bestimmten Anordnung desselben bestimmt sind, und 
andrerseils. wie wir so eben gesehen haben, der Gröfse nach mit den Seiten 
des redueirten Paralleloeramms übereinstimmen. so sieht man. dafs, wenn 
das System verschiedene Anordnungen dieser Art gestattet, die Seiten der 
redueirten Parallelogramme immer die Werthe y? und yr behalten werden. 
\lan wird daher nolhwendig alle möglichen Grundparallelogramme erhalten. 
wenn man von o aus nach allen nächsten Puncten (immer mit Ausschlufs 
der Gegenpuncle) Linien zieht, und dann in einer der jedesmaligen nächsten 
Parallellinien den nächsten oder die beiden nächsten Puncte nimmt, und da nach 
dem so eben (1l.) Bewiesenen. dieser nächste oder diese nächsten Puncte 
näher bei o lieven als alle Puncte der folgenden Parallellinien. so kann man 
von der Bedineung absehen, dafs die zweiten Puncte in der ersten Parallel- 
linie zu nehmen sind. Es werden sich daher alle möglichen Anordnungen 
des Systems ergeben. wenn man o nacheinander mit allen Punctenpaaren ver- 
bindet. für welche die successiven Minima Statt finden, woraus mit Berück- 
sichtieung von (11.) sogleich folgt, dafs es im Allgemeinen und in dem zweiten 
der dort erwähnten singulären Fälle nur eine solche Anordnung, im ersten 
und dritten Ausnahmefalle dagegen resp. zwei und drei Anordnungen des 
Systems giebt. 

In unsern jetzigen Zeichen entsprechen die eben erwähnten singulären 


Fälle den Voraussetzungen 2m = I <n, ?2?m<l—=n, ?2?m—!=n. 


$. 4. 
Wir haben bisher nur Eigenschaften der geometrischen Gebilde behandelt. 


welche als die constructive Repräsentalion bekannter Sätze aus der Theorie 


der Formen anzusehen und schon in dem in der Einleitung angeführten Aufsatz 
angedeutet sind. Es ist jetzt noch eine Aufgabe anderer Art zu lösen, die 
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Aufgabe nämlich, wenn ein System zweiter Ordnung gegeben und ein be- 
stimmter Punet o desselben bezeichnet ist. den Theil der Ebene zu bestimmen. 
innerhalb dessen jeder Punct näher bei o als bei irgend einem andern Puncte 
des Systems liegt. Da die Bedingung. dafs ein Punet nicht weiter von o als 
von einem andern v liege, darin besteht. dafs der Punct mit o auf derselben 
Seite des in der Mitte von o® errichteten Perpendikels sich befinde, so wer- 
den wir also o mit allen übrigen Puncten des Systems zu combiniren und das 
von allen entsprechenden Perpendikeln gebildete convexe Vieleck zu con- 
struiren haben. Aber von diesen Perpendikeln in unendlicher Anzahl komm! 
nur eine beschränkte Anzahl in Betracht. indem die übrigen das durch diese 
bestimmte Vieleck nicht treffen. Wir behalten alle obigen Annahmen bei, so 
dafs also in dem redueirten Parallelogramın »oy, ep — og, der Winkel poy 
nicht stumpf und opg, oyp spitz sind. Dies vorausgeselzt. ist leicht zu be- 
weisen. dafs man nur die 6 Eckpuncte p, 9 s, pP, g’, s' der vier in o zu- 
sammenstofsenden Parallelogramme zu berücksichtigen hat, und dafs selbst die 
s und s’ entsprechenden Perpendikel die zu bildende Figur in dem besondern 
Falle. wenn pog ein rechter ist. nur streifen. wo dann aber dasselbe von 
den r und r’ entsprechenden Perpendikeln geschieht. Zieht man die Geraden 


pqy, 05, pP, os, so erhält man die 6 congruenten Dreiecke 
pog, g0s, sop, pog, yos, s’op. 


Berücksichtigt man nur die Puncte », 4 5; p', g', 5’, so hat man in den Mitten 
der von o nach diesen gehenden Geraden Perpendikel zu errichten, d. h. die- 
selbe Construction zu machen, als wenn man für die genannten Dreiecke die 
Mittelpunete der umschriebenen Kreise finden wollte. Da in den Dreiecken 
kein stumpfer Winkel vorkommt, so werden sich je zwei aufeinanderfolgende 
Perpendikel nicht aufserhalb des entsprechenden Dreiecks schneiden. Man erhält 
so das Sechseck &/3y«'P"y' mit dem Mittelpunet o und gleichen gegenüberliegenden 
Winkeln und Seiten als den Raum innerhalb dessen jeder Punet weniger weit 
von o entlernt ist, als von einem der Puncte », 9 5, pP, 4, 5, und überzeug! 
sich leicht, dals mit Ausnahme von r und r’, die den übrigen entsprechenden 
Perpendikel unser Sechseck nicht treffen, bei welchem Nachweis man sich 
wegen der Symmetrie auf die Puncte in und über pop’ beschränken kann. 
Für die Puncte in pop’ ist dies klar, für die andern wird es daraus erhellen. 
dafs ihre Entfernung von o gröfser ist als der Durchmesser des um das Sechs- 


eck beschriebenen Kreises. Nenn! man das Quadrat seines Radius o, so hat 
29 * 
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In(!— 2 m-+n) 


man 40 = 7 —. woraus wegen 2m —. I, 2m —__.n, I _—_ $In, folgt 
Io 4 l—2m--n)—_$n. Da nun für die Puncte der zweiten und der fol- 


senden Parallellinien, wie schon bemerkt, das Quadrat ihrer Entfernung von 0 
wenigstens 3n beträgt, so bleiben blofs noch die Puncte in esgr, aulser s, q, r zu 
betrachien. Von allen diesen ist aber keiner näher bei o als , für den das Qua- 
drat der Entfernung —= Al— Am--n >40, wie man sogleich sieht, wenn man 
mit -/ multiplieirt und dann 2m. 7. n berücksichtigt. Was den Punet r be- 
trifft, so überzeugt man sich auf dieselbe Weise, dafs das Quadrat seiner Ent- 
fernung von 0, /- 2m- n—-4o, den einzigen Fall ausgenommen, wo m=(), 
in welchem das entsprechende Perpendikel streif. Es ist also bewiesen, 
dafs jeder Punet im Innern des Sechsecks «%ye''y' und nur ein solcher 
dem Puncte o näher liegt. als irgend einem andern des Systems. Auf jeder 
Seite wird die Entfernung von 0 der Entfernung von einem zweiten Puncte 
oleich, welcher z. B. für «5 der Punct y ist, und jeder Eckpunct der Figur 
ist in gleicher Entfernung von o und noch zwei andern Puncten des Systems, 
welche letztere Aussage nur in dem besondern Falle eine Modification erleidet. 
wenn der Winkel poy ein rechter ist; alsdann fallen 5 und y, ?’ und y' zu- 
sammen. und das Sechseck wird zu einem Rechteck, dessen Ecken von o und 


“5 


noch 3 andern Puncten des Systems gleich weit entfernt sind. 


Ks versteht sich von selbst, dafs man immer dasselbe Sechseck erhalten 
wird, welches redueirte Parallelogramm man auch in den singulären Fällen. 
wo mehr als eines exislirt. der Construction zu Grunde lege, so wie auch. 
dafs die allen Puncten des Systems entsprechenden Sechs- oder Vierecke 


congruent sind und die ganze Ebene desselben bedecken. 


Wir bemerken noch. dafs wie man sich leicht überzeugt, der Ausdruck 


In(!— 2 m+-n) r s 
0 = — —, wenn man darin. / und n constant vorausselzend. >» von 


e ln — m?) 
Null bis zu seiner Grenze 4 wachsen läfst, abnimmt. so dafs also 
1) es 4m Ss 4n. 
Auch findet noch die folgende Ungleichheit Statt: 
(2) 24n-—o) Z In, 
deren Richtigkeit sogleich erhellt. wenn man mit 2 multiplieirt, alles auf eine 
Seite bringt, und dann 4— In — m’, 4 Jo —In(1— m -) n) einsetzt, wodurch 


sie in In(! — 2m) -- Zmn(n —!) _O übergeht. 
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$. 9. 
Wir kommen nun zu unserm eigentlichen Gegenstande, und haben 
nachzuweisen, dafs sich jedes System dritter Ordnung nach einem Parallel- 
epipedum anordnen läfst, dessen Flächen redueirte Parallelogramme sind, und 
dessen Kanten, von denen immer je vier einander gleich sind. seine Diago- 
nalen nicht übertreffen. Nachdem man einen beliebigen Punct (0) des Systems 
fixirt hat, wähle man in dem Paare von Gegenpunelen, für welche die Ent- 
fernung von (0) ein Minimum ist. oder wenn das Minimum der Entfernung für 
mehrere Paare Statt findet. nach Belieben in einem dieser Paare einen Punet (1). 
Von allen Puneten aufserhalb der Geraden (O1) wähle man wieder einen der 
beiden nächsten (2). wobei wieder die Wahl unter verschiedenen Paaren. 
für die dieselbe kürzeste Entfernung Statt findet, nach Belieben geschehen kann. 
Da im ganzen System mit Ausnahme der Puncle in (Ol) kein Punet näher bei 
(0) liegt als (2). so gilt dasselbe auch von der Ebene (102) und für das in 
dieser enthaltene System ist (102) ein reducirtes Parallelogramm ($. 3, I11.). 
Nimmt man nun in einer der beiden nächsten Parallelebenen den bei (0) nächsten 
Punct oder einen der nächsten, wenn das Minimum für mehr als einen Statt 
findet, und verbindet (0) mit dem gewählten Punet (3). so wird das Parallel- 
epipedum unter den Kanten (O1), (02), (03), wie leicht zu sehen, der For- 
derung genügen. Zunächst folgt aus der Construction (O1) =. (02) —_. (03). 
Da für die Grundflächen des Parallelepipedum (als solche werden wir immer 
diejenigen einander gegenüberliegenden Flächen bezeichnen. in denen die 
beiden die dritte an Gröfse nicht übertreffenden Kanten verkommen, und die 
Benennung Seitenflächen auf die vier übrigen anwenden) schon bewiesen ist. 
dafs sie reducirte sind, so haben wir vermöge der eben bemerkten doppelten 
Ungleichheit, nur noch zu zeigen, dafs die 4 Diagonalen der Seitenflächen. so 
wie die 4 Diagonalen des Körpers nicht kleiner als (03) sind. Nun stimmen 
aber die 5 genannten Diagonalen, wie man sogleich sieht. der Gröfse nach 
mit den 8 Verbindungslinien überein, welche von (0) nach den in der Ebene 
der obern Grundfläche um (3) herumliegenden S Puncten gezogen werden 
können, wenn wir so der Bequemlichkeit wegen die 8 Eckpunctie der in (3) 
zusammenstofsenden 4 Parallelogramme bezeichnen. Dafs aber von den ge- 
nannten Verbindungslinien keine kleiner als (03) ist, folgt aus der Bedingung. 
nach welcher (3) gewählt worden ist. 
Nachdem wir uns überzeugt haben, dafs ein System dritter Ordnung 


immer nach einem reducirten Parallelepipedum abgetheilt werden kann, haben 
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wir nun die Beziehungen zwischen einem solchen und dem System festzustellen 
und namentlich die Entfernungen der Puncte des Systems von (0) mit ein- 
ander zu vergleichen. Wir setzen (O1) = ya, (02) =ybd, (03) = ye, und 
halten immer die Vorausselzung « —.b —. e fest. 

I’. In der Ebene der Grundfläche finden die oben ($. 3. II.) be- 
sprochenen Verhältnisse Stall, so dafs also die successiven Minima der Ent- 
jernung der Grölse nach hier immer ya, yÖb sind. wobei dann in den dor! 
erwähnten singulären Fällen eine Willkür in der Wahl der Puncte Statt findet. 

2°. Betrachten wir jetzt die Puncte aufserhalb der Ebene der unteren 
Grundfläche und zwar zunächst die in der Ebene der obern Grundfläche. Da 
nach der Voraussetzung. dafs unser Parallelepipedum ein reducirtes ist. die 
Linie (03) nicht grölser ist als eine der von (O0) nach den S um (3) herum- 
liegenden Punelen gezogenen Geraden, so wird also der Fufspunct des von (0) 
auf die Ebene der obern Grundfläche herabgelassenen Perpendikels nicht weiter 
von (3) als von einem der genannten S Puncte entfernt sein. Dieser Fulspunct 
fällt also nicht aufserhalb des im vorigen Paragraphen construirten zu (3) ge- 
hörigen Sechs- oder Viereck. Von jenen S Puneten kann ausnahmsweise 
einer, wenn der Fufspunet auf eine Seite fällt, oder können zwei (drei, wenn 
das Vieleck ein Rechteck wird), wenn er mit einem Eckpunet zusammenfällt. 
dem Fufspunet eben so nahe liegen, als der Punect (3). während alle übrigen 
Punclte der Ebene von demselben entiernter sind. Es folgt daraus, dafs die 
kürzeste Entfernung von (0) nach einem Puncte in der obern Grundfläche ye 
beträgt. im Allgemeinen nur für (3) gilt, aber ausnahmsweise noch für einen, 
zwei oder gar drei andere Puncte Statt finden kann. 

3°. Für die Betrachtung der folgenden Parallelebenen haben wir eine 
(Grenze für das Quadrat A des schon erwähnten Perpendikels zu bestimmen. 
Da der Fufspunet desselben nicht aufserhalb des zu (3) gehörigen Sechsecks 
fällt. so hat man A —_e—o, wenn o das Quadrat des Radius des umge- 
schriebenen Kreises bezeichnet. Nun ist aber auch nach ($. 4.) e = 4b —. te, 
folelich h 


entfernt ist. so eiebt es über der obern Grundfläche nur Puncte. deren Ent- 


te. Da mithin schon die zweite Parallelebene wenigstens um y(2e) 


fernung von (0) gröfser als ye ist. 
Falst man das Gesagle zusammen, so sieht man, dafs das Minimum der 
Entfernung für das ganze System den Werth ya hat, dafs, nachdem ein Punct 


in dieser Entfernung gewählt ist, das Minimum in den noch übrigen Richtungen, 


b beträgt und dafs endlich, nachdem auch der zweite Punct fixirt worden, für 
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alle Puncte aufserhalb der Ebene, welche durch (0) und die beiden ersten Puncle 
bestimmt wird. die kleinste Entfernung von (0) sich auf ye redueirt. Sind aber 
auch die successiven Minima ya, yb, yc, der Gröfse nach immer völlig bestimmt. 
so gilt dasselbe in örtlicher Beziehung nicht ohne einige leicht aufzuzählende 
Ausnahmen. Ist z.B. «__b, b ce, so sind die beiden ersten Puncle in der 
untern Grundfläche zu. wählen. wobei die in ($. 9. II.) erwähnten singulären 
Fälle Statt finden können, während der dritte Punel in der obern Grundlläche 
liegt. dort im Allgemeinen eine bestimmte Lage hat, in singulären Fällen je- 
doch zwei. drei oder vier verschiedene Stellen einnehmen kann. Eben so 
leicht übersieht man, welche Varietäten in den beiden andern Fällen. wo 
a—b—c, oder a—=b=—=e, eintreten können. 

Da aus der Voraussetzung eines redueirten Parallelepipedum mit den 
Kanten ya yb — ye, die Längen dieser Kanten sich als die successiven 
Minima des Systems ergeben haben. so folgt sogleich, dafs, wenn mehrere 
redueirte Parallelepipeda exisliren, nach welchen das System angeordnet wer- 
den kann. diese hinsichtlich der Länge ihrer Kanten alle unler einander über- 
einslimmen werden, und es läfst sich auch leicht zeigen, dafs drei von (0) nach 
Puncten des Systems gerichtete Linien von den Längen ya, yb, yc, wenn sie nur 
nicht in einer Ebene liegen, immer die Kanten eines redueirten Parallelepipe- 
dum sind. Es bedarf dazu nur der einfachen schon in einem ähnlichen Falle 
($. 3. III.) angewandten Betrachtung. Da hiernach sämmtliche redueirte Paral- 
lelepipeda des Systems erhalten werden, wenn man die successiven Minima 
auf alle möglichen Arten construirt. so erhellt. dafs. wenn dies nur auf eine 
Weise geschehen kann. wohin wir auch den Fall rechnen. wo bei der Gleich- 
heit von zweien der Gröfsen ya, yd, yc, oder bei der Gleichheit von allen 
dreien, die drei Linien örtlich völlig bestimmt sind und nur eine Vertauschung 
zwischen zweien oder allen dreien Statt finden kann, das räumliche Svstem 
nur eine Anordnung nach einem reducirten Parallelepipedum zulälst. In allen 
andern Fällen giebt es mehrere solche Anordnungen, denen Parallelepipeda zu 
Grunde liegen, die entweder alle von einander verschieden. oder zum Theil 
oder sogar alle unter einander congruent sein können. { Ähnlicher Weise 
waren in den zwei oben erwähnten singulären Fällen eines Systems zweiter 
Ordnung, die den zwei oder drei verschiedenen Anordnungen zu Grunde lie- 
genden reducirten Parallelogramme unter einander congruent. ) 

Zur Entscheidung der Frage, ob ein System dritter Ordnung nur eine 


einzige oder mehr als eine Anordnung nach einem redueirten Parallelepipedum 
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vestallel, wird es somit nur der Kenntnifs einer einzigen Anordnung des 
Systems bedürfen und der erste Fall wird immer und ausschliefslich dann Statt 
finden. wenn das durch diese Anordnung gegebene reducirte Parallelepipedum 
von solcher Beschaffenheit ist, dafs alle Linien, welche von anderen nicht über- 
trolfen werden dürfen, diese wirklich übertreffen, d. h. wenn alle Diagonalen 
der Flächen grölser als die Seiten derselben, und eben so alle Diagonalen des 
Paralielepipedum gröfser als die Kanten des Körpers sind. 


S. 6. 

Indem wir jelzt die Resultate des vorigen Paragraphen auf die ternären 
Formen übertragen, soll der Gleichförmigkeit wegen und zur Vermeidung un- 
nützer Unterscheidungen vorausgesetzt werden, dafs man jeder ternären Form 

(1) ar-bdsy+ez+2ayz + R2brz+2cry 

durch Vertauschung oder Zeichenänderung der unbestimmten Elemente, wodurch 
die Form nicht aufhört derselben Classe anzugehören, eine solche Gestalt 
segeben habe, dafs erstens «_. = e, zweitens unter den Coöfficienten «', 
b', c', wenn sie nicht alle drei von Null verschieden und negativ sind, ‚keiner 
das negative Zeichen habe, und dafs endlich drittens, wenn b=e, abgesehen 
vom Zeichen e’ nicht eröfser als d’, wenn @==Ö, b’ nicht sröfser als a’, und 
wenn endlich a = b==e, weder e' grölser als db’, noch d’ gröfser als «’ sei. 
Wie leicht zu sehen, läfst sich diesen Bedingungen immer nur auf eine Weise 
venügen, und die Einführung derselben gewährt den Vortheil, dafs, wie schon 
ohne diese Bedingungen jeder ternären Form ein völlig bestimmtes Parallel- 
epipedum entspricht. nun auch zu jedem Parallelepipedum ein analytischer 
Ausdruck gehört, dessen Coöffiecienten auch hinsichtlich ihrer Aufeinanderfolge 
und ihrer Zeichen völlig bestimmt sind. Dies vorausgesetzt, nennen wir die 
Form (1.),. in der also «=. b Ze, eine redueirte, wenn sie einem reducirten 
Parallelepipedum entspricht. Da die Diagonalen der Flächen nicht kleiner als 
die Seiten derselben sein dürfen, so hat man 


at2c+bZb, ar?b-+c Ze, b+2a--c Ze. 
Setzt man o—= —1, wenn a’, db’, ec alle drei negativ sind, sonst o—=1. so 


sind diese Bedingungen gleichbedeutend mit 


2) azZ2co, aZ2bo, b_2uao, 


und nur. wenn das Gleichheitszeichen Statt findet. wird in dem entsprechenden 


Parallelogramm die eine der Diagonalen einer Seite gleich sein. Die Bedingungen 
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hinsichtlich der Diagonalen des Parallelepipedum ergeben 
a+b--c--2ae+2bd- 2cde — c, 
wo die Zeichen in d—= +1. e= +1, beliebig sind. Betrachtet man zunächst 
den Fall, wo keiner der Coöfficienten «', b', ce’ negativ ist, und berücksichtigt 
die vier Zeichencombinationen, so wie dafs wenn a==b, b’ <_.« ist. so sieht 
man sogleich, dafs unsere Ungleichheit vermöge der schon erhaltenen Be- 
dingungen immer von selbst erfüllt ist, und dafs der Grenzfall des Gleich- 
heitszeichens, worin die Diagonale der Kante ye gleich wird. nur einmal und 
nur dann eintreten kann. wenn eine der Gröfsen 5b’, ce’ Null ist und zueleich 
die der andern so wie die a entsprechende Bedingung (2.) ebenfalls den 
Grenzfall der Gleichheit darbietet. Sind «', db’, ce’ negativ, so ist unsere Un- 
gleichheit immer und zwar so erfüllt, dafs der Grenzfall nicht Statt finden kann. 
aufser wenn d—=e—1, so dals also die neue Bedingung 
3) a+b+2d +20 2 0 
aufzustellen ist. wo wieder das untere Zeichen sich auf das Gleichwerden 
einer Diagonale mit der Kante ye bezieht. 


Sind die eben entwickelten Bedingungen (2.) und, wenn «', b’, ec’ negativ 
sind, überdies (3.) so erfüllt, dafs in keiner der Ungleichheiten der Grenzfall der 
Gleichheit Statt findet, so wird es in der Classe, wozu die Form gehört, nicht 
noch eine zweite von dieser verschiedene mit oder ohne Gleichheilszeichen 
in den Definitionsbedingungen geben, da nach dem am Ende des vorigen Pa- 
ragraphen Bemerkten das entprechende Punctensystem nur nach einem redu- 
cirten Parallelepipedum abgetheilt werden kann. Anders verhält sich die Sache. 
wenn nicht in allen Bedingungen die obern Zeichen Statt finden; es können 
alsdann in derselben Classe mehrere reducirte Formen vorkommen, die sich 
dann aus einer gegebenen ableiten lassen. Es wird genügen, dies für einen 
Hauptfall zu zeigen. Wir wählen dazu den Fall wo d< e. 

Setzt man zunächst «a —?2c’o voraus. so kann nur die Richtung der 
Kante ye verändert werden, wenn es nämlich in der Ebene der obern Grund- 
fläche noch einen oder mehrere Puncte giebt, deren Entfernung vom Scheitel 
ye beträgt. Sind S, 7, 1 die einem solchen Puncte entsprechenden Werthe 
der Elemente, so werden, wenn die dritte Kante nach demselben gerichtet 
wird, alle Coöfficienten bis auf «', 6’ ungeändert bleiben, diese aber resp. 
in «+c&+bn, b'’-+-aS-+cn übergehen, wie man sich leicht und fast ohne 


Rechnung überzeugt. Nun sind aber nach der vorher gemachten Aufzählung, 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 3. 30 
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wenn a==2b'o, die Werthe von &, n, welche die Bedingung erfüllen, <= — 0, 
7 0; wenn 5—2u'o, hat man $=0, 7 =— 0; wenn gleichzeitig a— 2b), 
b—=2a, de —=0, ist 5=—1, n=—1, und wenn endlich «', b’, c’ negativ 





sind und die Gleichung a +5+2«-+2b'--2c —=0 erfüllen, ist $<=1, n—=1 
zu setzen. Diesen vier Voraussetzungen entsprechend, hat man also «', b’ in 
d— co, V"’— a0, = —b); —a, "’— co; —a, —b; A +b-c, a-Vb'+c 
zu verwandeln. Von dem dritten Falle und überhaupt von der Annahme € —0 
kann man absehen, da dieser eine neue Form entspricht, welche, nachdem 
man in derselben die zu Anfang dieses Paragraphen vorgeschriebenen Zeichen- 
änderungen vorgenommen hat, offenbar mit der Form, wovon man ausgegangen 
ist, identisch wird. In jeder der drei übrigen Voraussetzungen erhält man 
nach Anwendung der erforderlichen Zeichenänderungen eine derselben Classe 
angehörige neue reducirte Form (falls sie nicht mit der ursprünglichen coineidirt). 
und man erhält zwei solche Formen, wenn zwei unserer Vorausselzungen zu- 
gleich bestehen. Damit ist dann die Aufzählung der Formen beendigt, da 
offenbar die Gleichzeitigkeit von allen drei Voraussetzungen nicht Statt finden 
kann. Wäre immer unter der Vorausseizung db <c, a=?2c'o gewesen, so 
hätte man. falls &<db, die zweite Kante in der Grundfläche drehen. für 
a—b, auch noch die erste Kante in die ursprüngliche Lage der zweiten über- 
oehen lassen, und diese neue oder diese beiden neuen Lagen der zwei ersien 
Kanten mit allen Richtungen der dritten, die ursprüngliche nicht ausgenommen. 
in Verbindung bringen müssen. 

Man kann dem Übelstande, dafs sich in singulären Fällen mehrere re- 
dueirte Formen in derselben Classe befinden können, leicht abhelfen, und diese 
Ausnahmen dadurch entfernen, dafs man für solche singuläre Fälle in die 
allgemeine Definition noch gewisse secundäre Bedingungen aufnimmt, die 
sich leicht ergeben, wenn man z. B. die Forderung aufstellt, dafs der letzte 
Coöfficient ec’, falls er nicht völlig bestimmt ist, den kleinsten numerischen 
Werth erhalte, dessen er in den reducirten Formen der Classe fähig ist, 
und dann eben so in Bezug auf 5’ verfährtt. Um dies an einem Beispiel 
zu zeigen, wollen wir unter den vorher behandelten singulären Fällen den 
betrachten, wo 5<Ze, von den drei Bedingungen (2.) keine mit dem untern 
Zeichen gilt. dagegen die drei negativen Werthe «', 5b’, c’ die Gleichung 
a+b+2a--2b'--2c' —0 erfüllen. Nach dem vorher Bemerkten ist c’ be- 
stimmt. und giebt es für diesen Fall nur zwei reducirte Formen. Sind «' und d' 


die Werthe des vierten und fünften Coöfficienten in einer derselben. so sind 
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sie in der anderen «--5-+.c', a-+-b’-{+c', oder, da diese letzteren Werthe 
offenbar positiv sind. ec’ aber negativ und folglich, um der Zeichenvorschrif! 
zu genügen, z in — 2 zu verwandeln ist, vielmehr —(«+b-+ ec), —a-+b'--c'): 
welche Werthe, wie es in der Natur der Sache liegt, wenn man sie für a’, b' 
substituirt, wieder der Gleichung a-+-b-+2«4--2b'--2cC—Ü genügen, und 
aus welchen die Werthe «', b’ auf dieselbe Weise hervorgehen, wie sie selbst 
aus a’, Ö’ entstanden sind. Da hiernach der fünfte Coöfficient nur die beiden 


negativen Werthe db’ und — (a-+-b’-1c') zuläfst, deren Summe = — u —c', 
so sieht man, dafs, wenn man zu den Definitionsbedingungen noch — b' 


— 4(a--c') hinzufügt, die Classe nur eine redueirte Form enthalten wird. 

Indem wir die Abhandlung beschliefsen, wollen wir noch aus unsern 
Principien einen schönen, von Seeber durch Induction gefundenen und von 
Gaufs in der schon oft erwähnten Anzeige bewiesenen Satz ableiten. Nach 
diesem Satze ist in einer reducirten Form das Product der drei ersten Coef- 
ficienten nicht gröfser als der doppelte absolute Werth der Determinante. 

Da der absolute Werth der Determinante dem Quadrate des Raum- 
inhaltes des der Form entsprechenden Parallelepipedum gleich ist, so haben 
wir also mit Beibehaltung der in $. 5. gebrauchten Bezeichnung die Ungleichheit 


abe — 24h 
zu beweisen, worin Sf das Quadrat der Grundfläche bedeutet. Setzt man 
c—=b-t, wo also £ nicht negativ ist, zieht von der dort erhaltenen Un- 


gleichheit A >Cc—oe=b—o-t, nachdem man sie mit 2.47 multiplieirt hat. 
die Gleichung abe = ab’ abt ab, so erhält man 

2dh—abe — 24b—o)— ab’ (2 4—ab)t. 
Da nun nach der am Ende von $. 4. bewiesenen Ungleichheit 2.4(b — go) — ab 
nicht negativ und 24— ab — ab positiv ist, so erhellt die Wahrheit des Satzes. 


Berichtigungen. 
Seite 210 Zeile 11 v. u. lies +2?cxy statt +2c'yz 
- 2113 - 10 - - 1. identisch st. identich 


30 * 








21. 
Über dıe Zerlegbarkeit der Zahlen ın drei Quadrate. 


(Von Herrn Prof. @. Lejeune Dirichlet zu Berlin. ) 


Die Theorie der Zerlegung der ganzen Zahlen n, welche nicht eine 
der Formen 4%k, 5%k--7 haben, in drei Quadrate ohne gemeinschaftlichen 
Theiler, gehört zu den complieirteren der höhern Arithmetik, wenn man diese 
Theorie vollständig entwickeln, d. h. nicht blofs die Zerlegbarkeit nachweisen. 
sondern zugleich die Anzahl aller möglichen Zerlegungen bestimmen will, welche 
Anzahl entweder durch die der binären Formen für die Determinante —n, 
wie es G@aufs zuerst gezeigt hat *). oder auch unabhängig von dieser letzteren 
ausgedrückt werden kann **). Da es jedoch Fälle giebt. in denen nur die 
Jerlegbarkeit vorauszusetzen ist, wie denn namentlich der von Cauchy ge- 
gebene ***), später von Legendre vereinfachte Beweis des Ferinaf’schen 
Salzes über die Polygonalzahlen lediglich darauf beruht, dafs jede Zahl, mit 
\usnahme der vorher ausgeschlossenen, die Summe von drei Quadraten ist. 
so scheint ein einfacher Beweis für die Zerlegbarkeit nicht ganz ohne Interesse 
zu sein. Ein solcher soll in diesem Aufsatz mitgetheill werden. 

Zunächst bedarf man dazu des bekannten Satzes, dals jede positive 
ternäre Form von der Determinante —1, d. h. jeder Ausdruck wie 

(1.) ac by? cz’ 12ayz-+2h'rz--2cry, 
dessen eanzzahlige Coefficienten der Gleichung 

(2) aa” + bb" cc" —abe—2ube = —1 
genügen und überdies die Bedingungen erfüllen, dafs 

a,b, c, be—u”, ac—I", ab— ce” 
positiv sind. von welchen Bedingungen übrigens die erste und vierte die übrigen 
ınvolviren. mit der Form 
3.) z-+yYy+7r 

äquivalent ist. Zum Beweise dieses Satzes genügt es. sich zu überzeugen. 
dafs für die Determinante —1 der Ausdruck (3.) die einzige reducirte po- 
sitive Form ist. Soll die Form (1.) eine redueirte sein. so dar! nach dem 


*)  Pisq. arith. art. 229. 
*#=) (relles Journal Band 21. Seite 155. 
*2°) Eixercices de math. par Cauchy, sec. annde, page 269. 
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am Ende der vorhergehenden Abhandlung bewiesenen Satz, «be nicht grö- 
[ser als 2 sein, woraus, wenn man «—_b_e vorausselzt, sogleich „—b=— I 
folgt. Da nun aber andrerseits nach der Definition der redueirten Formen. 
2c' und 25’, abgesehen vom Zeichen, nicht gröfser als a, 2«' nicht gröfser als 
b sein darf. so erhält man “—=b'—=c'—0(, und dann aus (2.), © j; 
Dies vorausgesetzt. wird die Zerlegbarkeit der positiven Zahl « dar- 
gethan sein, sobald man eine positive ternäre Form (1.) von der Determinante 
—1 gefunden hat, deren erster Coefficient a ist. Da nämlich eine solche 
Form mit der Form (3.) äquivalent ist, so kann letztere ın sie translormirt 
werden, und man erhält a = «’-- «"-- «”, wo a, «', «@” drei der 9 Substitu- 
tionscoefficienten sind und keinen gemeinschaftlichen Theiler haben können, da 
jedes Glied der aus diesen 9 Coäfficienten gebildeten Determinante, entweder «, 
oder « oder «” zum Factor hat, und diese Determinante der Einheit gleich ist. 


Alles kommt also darauf hinaus, « als gegeben angenommen, der Glei- 


\ 


! 


chung (2.) durch fünf ganze Zahlen db, c, «, db’, ec’ zu genügen. wobei nur 


noch die einzige Bedingung zu erfüllen ist, dafs de — «a posiliv werden muls. 


9 
' 


Nimmt man d’—=1, ec —=0, so wird die Gleichung 
b ———— d. / Ben , 


wo S—=be —.« geselzt ist, und man hat nur zu zeigen, dals man die posilive 
Zahl 4 so wählen kann, dafs — ./ quadralischer Rest von b=u4—1 wird. 
indem unter dieser Voraussetzung e und « sich so bestimmen lassen, dafs 
man « —be=— 4 hat. Es soll nun nachgewiesen werden, dafs der eben 
ausgesprochenen Bedingung immer durch einen ungeraden Werth ./ genüg! 
werden kann, für den, wenn « die Form 4%--2 hat. b=u4—1 einer un- 
geraden Primzahl p, wenn @ ungerade ist, aber nicht die Form 8%--7 halt. 
dem Doppelten einer solchen Primzahl » gleich wird. Beginnen wir mit dem 
zweiten Fall, so haben wir die Gleichung 2» —= «4—1, worin wir zunächst 
p noch nicht als Primzahl, sondern blofs ungerade vorausselzen. Setzt man 
d4==8t--:, wo € einer der Zahlen 1. 3, 5, 7 gleich ist, so sieht man so- 
gleich, dafs in jedem der vier Fälle, welche « in Bezug auf den Divisor S 
darbieten kann, ./ zwei Formen nach diesem Divisor oder & zwei Werthe zu- 
läfst, wenn p, wie wir verlangen, ungerade sein soll. Für jeden der sich so 


ergebenden acht Fälle wende man in der aus 2» = «4 —1 folgenden Gleichung 


92 
€? — (—-). (worin das Leyendre'sche Zeichen in der von Jacobi einge- 
\ / “ 


führten erweiterten Bedeutung gebraucht ist) auf die erste Seite das Recipro- 
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EEE Anne... , a 
citätsgesetz an, setze für (—-) seinen bekannten Werth und multiplieire dann 


a u . . 
mit €; ): +1, wo +1 ebenfalls nach der jedesmaligen Linearform von p 


bekannt sein wird. Man erhält so die Resultate 














14 - 8t+3, p=4s-1, En == +1, 
a —= 8k+H1, h / 
IR 8:47, p=4s43, (- )=-1, 
u 8st+1, p —— 45-1, (— nt +1, 
u == 
— 8145, p = 4s-+,3, (—) — +1, 
. 1= 8143, p=4s43, (ZA) = +41, 
a == Sk- >. e 
(4 = 8147, p = 4s+1, (==) — —1, 
im 1= 84, p=4s43, (ZI) = —1, 
a = S%k- 4 Ä no 
| 4 — 8145, p = 4s-41, = A, 


Man sieht, dafs wenn nicht = 8%k--7, der Bedingung —)=1, immer 


genügt werden kann. Dafs aber auch in allen 8 Fällen p eine Primzahl 
werden kann, erhellt aus dem Ausdruck p = 4(«4—1) = 4at-+1(ae—1), 
in welchem 3(@&—1) nach der Wahl von & ungerade und überdies ohne ge- 
meinschaftlichen Theiler mit « ist. Dieser Ausdruck ist also das allgemeine 
Glied einer arithmetischen Reihe, welche nothwendig Primzahlen enthält. Hat 


h i —4 
man nun eine Primzahl p, für welche (-)=1, so ist — 7 quadratischer 
Rest von p und folglich auch von 2p, w. z. b. w. 


Im Falle eines geraden « setzen wir sogleich a—=4%k-2, da man 
im voraus weils, dafs für «—=4% die Bedingung sich nicht erfüllen läfst. Da 
wir in der Gleichung »p = a4—1, 4 ungerade voraussetzen, so hat p die 


Form 4s--1, und man erhält A) — = r ) = Fz e) Man muls 


also . die Form 41-1 geben, d = _; werde. Man erhält so 





-4at-+-a—1, welcher Ausdruck wieder eine Primzahl werden kann, wo 


dann — .4 quadraßischer Rest von p ist. 
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Die Anwendung des eben entwickelten Verfahrens ist nicht auf den 
Fall der Determinante —1 beschränkt, und wir wollen noch ein zweites Bei- 
spiel für die Determinante — 3 hinzufügen. 

Sucht man wieder wie oben die reducirten Formen für diese Deter- 
minante, so giebt die Bedingung abe =. 6, unter der Voraussetzung a _— bc, 
für « den Werth 1, während d=1 oder —2 sein kann. Es folgt dann, 
da 2c’ und 25’ numerisch nicht gröfser als «1 sein dürfen, d#’ — € —V 
und die Gleichung, durch welche die Determinante bestimmt wird, reducir! 
sich auf «”— be= —3. Da nun auch 2« numerisch nicht gröfser als 5 





sein darf, so hat man, wenn d —=1 ist, 4 —=0, und folglich e=3. Ist da- 
gegen d&=2, so hat man 2a —0 oder 2“ —=+2. Der erste Werth ge- 
nügt obiger Gleichung nicht, in welcher de —4 ist. Es bleibt also nur 
a — +1 zu setzen, woraus sich e=2 ergiebt. Vernachlässigt man das untere 
Zeichen, was auf eine blofse Zeichenänderung von & hinauskommt, so erhält 
man also die beiden reducirten Formen 
(4) z’+y’+32°, 2=°+2y’+22°-+2yz, 
so dafs also jede positive ternäre Form (1.) von der Determinante — 9. 
d. h. in welcher die Coöfficienten die Gleichung 
5.) aa’+bb"cc"—abe—2ualcd — —3 

befriedigen, einer dieser Formen (4.) äquivalent sein wird. Untersucht man 
nun die Reste nach dem Divisor 8, welche die Ausdrücke (4.) lassen. wenn 
man in denselben den Elementen x, y, x alle Combinationen gerader und 
ungerader Werthe beilegt, wobei nur die Gleichzeitigkeit von drei geraden 
Werthen auszuschliefsen ist, da wir die Elemente immer ohne gemeinschaft- 
lichen Theiler voraussetzen, so findet man, dafs die erste der Formen (4.) 
alle möglichen Reste nach dem Modul 8 darbietet, während der zweite Aus- 
druck für keine Combination eine der Formen 8k--5, 4% annimmt. Erwäg! 
man nun ferner, dafs zwei äquivalente Formen immer dieselben Zahlen dar- 
stellen, so wird man für eine Form der Determinante —3, die eine Zahl 
8k--5 oder 4% darstellt, was namentlich immer der Fall ist, wenn einer ihreı 
drei ersten Co6fficienten, z. B. 5, eine solche Zahl ist, sogleich schliefsen kön- 
nen, dafs sie nicht mit der zweiten, und folglich, dafs sie mit der ersten der 
Formen (4.) äquivalent ist. 

Soll nun bewiesen werden, dafs die gegebene Zahl « durch die erste 
der Formen (4.) darstellbar ist, so haben wir nach unserer obigen Betrach- 
tungsweise und indem wir in (9.) wieder ’ —=1, —=0 und J=be — a" 
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seizen. nur darzuthun. dafs die positive Zahl 4 so bestimmt werden kann, 
dafs = a4d4— 3 die Form SA+5 oder 4% erhält und — 4 zugleich qua- 
dratischer Rest von 5 wird. Wir beschränken uns dabei auf die Zahlen «, 
welche mit der Determinante keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, d.h. nicht 
durch 3 theilbar sind. Setzt man =8.4', wo I’ ungerade und nicht durch 
3 iheilbar sein soll, so wird d relative Primzahl zu 7’ sein und die Form 
S%k--5 enthalten, und wir haben nur noch die andere Batingung zu erfüllen. 


\us der Gleichung 5 —=8a.4'— 3 folgt sogleich 3 )= (7 ey, oder, wenn 


man berücksichtigt, dafs 5 = 1 (mod. 4), und bekannte Sätze anwendet. 

bh NN — 4 3 a > 2 

2 : (Z) (==) = —-). Durch Multiplication mit (z) —— (—)= — 
w 





eroiebt sich hieraus 


-(- gi -, und man sieht, dafs die Bedingung 


) 


ar i 
( )=1 erfüllt ist, wenn #=6f—1 und folglich 6 = 48at — 8a —3 
ae a 


seselzt wird. Da nun dieser letzere Ausdruck offenbar einer Primzahl gleich 
werden kann, so ist bewiesen, dafs jede nicht durch 3 theilbare Zahl so durch 
die Form #° --y -- 32° ausgedrückt werden kann, dafs x, y und x keinen 
vemeinschaftlichen Theiler erhalten. Ähnliche Betrachtungen lassen sich auf 
die durch 3 theilbaren Zahlen, zu deren Darstellbarkeit eine sich leicht erge- 
bende Bedingung erforderlich ist. so wie auch auf die durch die zweite der 
Formen (4.) ausdrückbaren Zahlen anwenden. 
Berlin. im Juni 1850. 
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22. 
Auflösung einer geometrischen Aufgabe. 


(Von Herrn Dr. ©. d. Broch, Professor der Mathematik an der Universität zu Christiania 
in Norwegen.) 


. Aufgabe. 
W enn zwei conjugirte Durchmesser einer Ellipse gegeben sind. die 
Axen zu finden. 
Auflösung. 
Es seien AB’ und A’C (Taf. IV.) die Hälften der gegebenen con- 


jugirten Durchmesser. Man ziehe 4’A senkrecht auf AC und gleich A’C, 


construire einen Kreis, dessen Mittelpunet O in der Linie LÜ liegt und dessen 
Umfang durch A und B’ geht, und ziehe die Sehnen BL und B'M. Die 
Axen der Ellipse AU’ und NG’ werden dann parallel mit diesen Sehnen ge- 
zogen. Um ihre Endpuncte zu finden, ziehe man die Sehnen LA und AM, 
construire einen Kreis um 4’ als Mittelpunet und mit NA als Halbmesser. 
und ziehe A’F und A’H parallel mit LA und AM; von F und H ziehe 
man FF" und AIH' senkrecht auf LC, und F"’@’ und H’T’ parallel mit A’B'. 
Die Schneidepuncte @ und Z’ sind dann die Endpuncte der Halbaxen. Oder: 
man ziehe F'G und AI parallel mit AB, wo der Punct B gefunden wird. 
wenn man B’B senkrecht auf LE zieht, und ziehe dann @@’ und ZI’ senk- 
recht auf LC. Diese beiden Constructionen controliren dann einander. 
Beweis. 

Wenn man LC als Grundlinie annimmt, so läfst sich die Ellipse NB’C 
als die verticale Spur eines schiefen Cylinders ansehen, dessen Grundfläche 
der Kreis N AC ist und dessen Seiten den in AB und A’B’ horizontal und 
vertical projeclirten Geraden parallel sind. In der verticalen Spur dieser 
Cylinder sind SB’ und A’C conjugirte Halbmesser, weil sie die verticalen 
Spuren zweier durch die Axe des Cylinders gehenden Schnitte sind, deren 
horizontale Spuren auf einander senkrecht stehen. Es sind jetzt die Vierecke 
FF'@'A' und AA'B'M einander ähnlich, weil die Seiten der Vierecke parallel 
sind und die Diagonalen FA und A'’M eine gerade Linie bilden. Wenn 
ferner @'@ senkrecht auf LC und folglich parallel mit B’B gezogen wird. 
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so werden auch #@ und AB mit einander parallel sein. Es sind folglich #@ 
und #'G’ die beiden Projectionen einer Seite des Cylinders, und @’ ist dessen 
verticale Spur; welche folglich in der gegebenen Ellipse liegt. @’A’ wird die 
verlicale Spur eines durch diese Seite und die Axe des Cylinders gehenden 
Schnittes @4’ sein. Eben so findet man, dafs /’ die verticale Spur der durch 
If gehenden Seite des Cylinders ist, folglich auch in der Ellipse liegt. und 
dafs ZA’ die verticale Spur einer durch diese Seite und die Axe des Cy- 
linders gehenden Schnittes ’A’H ist. Da jetzt die horizontalen Spuren A’F 
und A’JJ dieser Schnitte auf einander senkrecht sind. so werden die verli- 
calen Spuren A’@ und AT’ conjugirte Halbmesser der Ellipse sein; es sind 
aber A'’G@ und A’J’ auf einander senkrecht, weil sie mit den Complement- 
sehnen ZB’ und MB’ parallel sind: also müssen sie die gesuchten Halbaxen 


der N 


regebenen Ellipse sein. 

Diese Construction ist besonders von Nutzen in der beschreibenden 
(reomelrie, wo gewöhnlich die Ellipse nur durch ihre conjugirten Durchmesser 
bestimmt ist. Soll aber die Ellipse selbst gezeichnet oder construirt werden. 


so ist es nothwendig, erst ihre Axen bestimmt zu haben. 


Geschrieben zu Funchal auf Madeira am 19ten April 1850. 
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23. 
Über ein merkwürdiges, aus einem Eulerschen 
Satze sich ergebendes Theorem. 


(Von dem Herrn Dr. Dienger zu Sinsheim bei Heidelberg. ) 


hı der „Einleitung u. s. f. Cap. 15.” betrachtet Kuler die Entwick- 
lung der beiden unendlichen Factorenreihen 











| 
— und (1+-«e2)(1--Pz)(1-+yz 
1— a2) (1-- Pz) A—y2)... | BR © / 
Seizt man in der ersten für x die Grölse >, für @, 9, %, ... dagegen 
, . . ‘ ‘ - - I 
die reciproken „ten Potenzen der Primzahlen 2, 3, 5. 7. .... also « — 
] | 0 ist 
> _ - ee". MW ne u er “ . . .. S S 
l Ir | an 
1 
i IN/ i EN 
- Dee He-E- 
( 2" 37) 2" i" 
' 1 | 1 | [ l 1 l 1 IB; 
er — — — — — — 01:1 + 21| — —- — + — + +... - A- i 
rn Hr gr | an | rn I 5n I 7 on 14 


Im reellen Theil der zweiten Seite dieser Gleichung kommt jede mößeliche 
Gröfse — («a positiv und ganz) vor, wenn «@ in seinen Slammlactoren ( 1). 
y 


die gleich oder ungleich sein können. eine gerade Anzahl davon hat. Dem 


yyı» 1 . . . . 

(liede = ist das Zeichen -:- voroesetzt. wenn diese Anzahl von der Form 
: ! 

4r, das Zeichen — dagegen, wenn sie eine Zahl von der Form Ar-+2 ist. 


® nd .. rps . . “ . jr l ET) ” 
Im imaginären Theile dagegen kommt jede Gröfse — vor, für welche « eine 
> ben “ a" 


ganze positive Zahl (>1) von einer ungeraden Anzahl (gleicher oder un- 
gleicher) Stammfactoren ist; ist diese Anzahl von der Form Ar--1,. so hat 


1 r . . “ . I « 1 r . 
en das Zeichen --, ist sie von der Form 4r--3, so hat — das Zeichen —. 
q’ | a 


Eben so erhält man 








(1-z)M-F)U1-5% u 
1 l l | | I 1 | 
> a rar rer re 
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rg . L) 4 . “ . 1 . 
Im reellen Theile A, kommt, aufser 1, jede Gröfse — vor, wenn @ eine po- 
d 


sitive ganze Zahl mit lauter ungleschen Stammfactoren und die Anzahl dieser 
Factoren gerade ist; sie hat das Zeichen --„ wenn diese Anzahl von der 
Form Ar, dagegen das Zeichen —. wenn sie von der Form Ar--2 ist. Im 


imaginären Theile (B,?) kommt jede Gröfse — vor. wenn « eine positive 
da 
sanze Zahl ist. die aus einer ungeraden Anzahl lauter unglercher Stamm- 


R h a 1 “. 
factoren besteht; ist diese Anzahl von der Form 4r--3, so hat e. das Zei- 
d 


chen --„ dagegen das Zeichen —. wenn die Anzahl von der Form Ar -1 ist. 
Da für n >> 1 die betreilenden Reihen convergent sind, so erhält man, 
unter der Voraussetzung eines rationalen n > 1: 


das heilst 
44,— BB, -:(AB,+-4A,B) — 1. 
woraus sich die folgenden zwei merkwürdigen Gleichungen ergeben: 
AA,—BB, —1., 
AB, +- AB = 0: 


insofern A, A,, B, B, auf die oben angegebene Art bestimmt werden. 


Sinsheim. im Januar 1847. 
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Beweis des Satzes dafs eine Curve zz" Grades ım 
Allgemeinen }z(z — 2) (z’— 9) Doppeltangenten hat. 
(Von Herrn Professor ©. G@. J. Jacobi zu Berlin.) 


Di. Theorie der gegenseitigen Polarität zweier Curven bietet ein Para- 
doxon dar, dessen Aufklärung mit wichtigen Problemen der Theorie der alge- 


braischen Curven zusammenhängt. Eine Curve (A) vom nr" Grade hat im 


Allgemeinen eine Polarcurve (DB) vom (n’—n)"" Grade, die Polarcurve 
dieser ist aber immer nur wieder vom rn" Grade, nämlich die ursprüngliche 
Curve (A) selbst. während im Allgemeinen die Polarcurve einer Curve vom 
n’—n)"" Grade auf den Grad (n"—n) — (n’—n) steigt. Es müssen also 
die Curven vom (n’—n)“" Grade, welche Polarcurven einer Curve vom n'" 
Grade sind, von so besonderer Natur sein, dafs sich der Grad ihrer Polareurve 
immer um 
(n— n) — (n"—n)—n = n’(n—?) 

verringert. 

Herr Poncelet erkannte die Quelle einer so grolsen Verringerung des 
Grades, welche die Polarcurve von (B) erfährt, in den Doppeltangenten 
und Wendepuncten der Curve (A). Jeder Doppeltangente von (A) ent- 
spricht ein Doppelpunct, jedem Wendepunct von A ein Rückkehrpunet in (DB). 
Jeder Doppelpunct einer Curve bewirkt eine Reduction des Grades ihrer Po- 
larcurve um zwe? Einheiten, jeder Rückkehrpunet einer Curve bewirkt eine 
Reduction des Grades ihrer Polarcurve um dre: Einheiten. Wenn also die 
Curven rn“ Ordnung (A) im Allgemeinen & Doppeltangenten und % Wende- 
puncte haben, so werden auch ihre Polarcurven (3) im Allgemeinen « Doppel- 
puncte und 9 Rückkehrpuncte haben und daher die Polarcurven der Curven 
(B) im Allgemeinen eine Verringerung ihres Grades um 2«@--3/ Einheiten 
erfahren. Es wird nun darauf ankommen, zu beweisen, dafs im Allgemeinen 

2a+3ß = M"(n—?), 
welches, wie man gesehen hat, die Zahl ist, um welche sich im Allgemeinen 
der Grad der Polarcurve von (B) verringert. 

Da mehrere particuläre Sätze auf die Vermuthung führten, dafs die Cur- 
ven rn" Grades im Allgemeinen 3n(n—?2) Wendepuncte haben. so hat 
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Herr Professor Plücker im i2ten Bande dieses Journals die vorstehende 
(‚leichune durch die Annahme der Werthe 


a —= iAn(n—2)(n’—9) 


J 
> 


P = 3n(n—2) 

erfüllt, auch später die allgemeine Richtigkeit des für # angenommnen Werthes, 
so wie die Richtigkeit des Werthes von « für n—4 bewiesen. Ich werde 
ım Folgenden den noch fehlenden Beweis der allgemeinen Gültigkeit des 
Werthes von « hinzufügen. oder zeigen, dafs die Curven n‘” Ordnung im 
Allgemeinen Yn'n—2)(n’—9) Doppeltangenten haben. 

Dieser Beweis. wie er hier geleistet werden soll, erfordert einige 
Hülfssätze, die sich theils auf die Grad-Erniedrigung beziehen, welche bis- 
weilen eine rationale ganze Function mehrerer Variabeln vermittelst einer 
zwischen denselben Gröfsen gegebnen Gleichung erleiden kann, theils auf die 
Natur der Bedingungsgleichung, die zwischen den Coöfficienten einer gege- 
benen Gleichung Statt finden muls, damit dieselbe zwei gleiche Wurzeln habe. 
Obgleich diese Sälze bekannt sind, so werde ich deren Beweise hier nicht 
übergehen, damit man nirgends eine Dunkelheit findet und alle zu dieser 
Untersuchung gehörigen Betrachtungen desto leichter übersehen kann. Nach 
Vorausschickung dieser Sätze wird die vorgelegte Aufgabe, die Bestimmung 
der Anzahl der Doppeltangenten einer Curve ten Grades, durch eine ein- 
lache Transformation erledigt werden können. 


Satz 1. 

Wenn fx,y)undg(x,y) rationale ganze Functionen von x und y 
sind, und der Grad von y'y(.x,y) vermittelst der Gleichung f\x, y)—0 
um s Eöanherten erniedrigt werden kann, so wird auch der Grad 
von gia,y) selbst vermittelst der Gleichung f(x, y)—=0 um e Ein- 
heıten erniedrigt werden können, vorausgesetzt, dafs die Glieder der 


höchsten Dimensionen ın f(x, y) nicht sämmtlich durch y theilbar sind. 


Beweis. 

Kine rationale ganze Function von « und y, w(&, y), kann vermittelst 
der Gleichung fr, ») = 0. wenn sie anders eine rationale ganze Func- 
tion von = und y bleiben soll, keine andere Änderung erleiden, als die 
durch Hinzufügung des Producies von f(x, y) in eine beliebige rationale 
ganze Function von cr und y entsteht. Es werden also alle rationale ganze 


Funetionen von x und y, welche vermittelst der Gleichung f(x, y)=0 der 
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Function w(z, y) äquivalent sind, in der Form 

w(xz, y)+Af(ix, y) 
enthalten sein, wo 4 eine beliebige rationale ganze Function von w und 
bedeutet. Soll es möglich sein, dafs dieser transformirte Ausdruck einen nie- 
drigern Grad als w(.xr, y) selber erhält, so müssen mehrere Bedingungen Stat! 
finden, welche man folgendermafsen erhält. 

Zuvörderst bemerke ich, dafs der Grad von A dadurch bestimmt ist. 
dafs Af genau von demselben Grade wie y sein muls. Denn wäre Af von 
einem höhern Grade als w, so würde auch Af--w von einem höhern Grade 
als sein, während es von einem niedrigeren Grade werden soll. und wenn 
,f von einem niedrigern Grade als w ist, so wird w--Af von demselben 
Grade wie w, da alsdann die Glieder der höchsten Dimension in vw durch das 
Hinzufügen von Af nicht zerstört werden können. 

Bedeutet U eine rationale ganze Function zweier oder mehrerer Va- 
riabeln vom p'" Grade, so will ich mit U/, das Aggregat derjenigen Glieder 
von Ü bezeichnen, welche in Bezug auf diese Variabeln homogen und von 
der (»—:)'" Dimension sind. Es wird demnach U, nach den abnehmenden 
Dimensionen seiner Glieder geordnet, 

U+U+U,-+ et = TU, 
und wenn man die identische Gleichung U — V hat, so wird man auch die 
identische Gleichung U;= V; haben. 

Man setze in dieser Weise 

v—= Ww+Y + Y,- etc. 


[= fit fı+f+ ee 





7 en “ -- hy —- ir 4- etic.. 
und wenn man w--Af mit v® bezeichnet, 
] 7 bj “ “ | 
BT- ,f a BE ze OD _ ®, u. ®, -1- eic. 
— ++ 1-4 etc 


u +4, tt eteti fh ++ etc}. 
Wenn Af und w von demselben Grade sind, so erhält man durch Vergleichung 
der Glieder derselben Dimension , 

vu = W-tAfo 
yvrhofıt fo 


| 


v, 


, = un Av + hfıt fo 
etc. elc. 
Wenn sich in w-+-Af oder v alle den & höchsten Dimensionen angehörigen 
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(lieder gegenseitig zerstören. so verschwinden ®,. v,. .. v,_,. oder es 


müssen die folgenden Gleichungen. 


0 U, - fi 4 

() _ v, u Jufi hıfo 

U —= WW, tr An A -Afıt hf 

y zz w-ı 7 FR st Aufe- .. ra-Nfo: 


identisch erfüllt werden. Die erste dieser Gleichungen zeigt, dafs w, durch 
fi, theilbar sein mufs und man für — 4, den Quotienten der Division zu neh- 
men hat; die zweste Gleichung zeigt, dafs auch w,--A,fi durch /, theilbar sein 


mufs und man für — 4, den Quotienten dieser Division zu nehmen hat: die 
dritte Gleichung zeigt, dafs auch 9%, --4,f;+-4,fı durch f, theilbar sein und 


für — 4, der Quotient dieser Division genommen werden mufs, und so fort. Man 
erhält auf diese Weise nach und nach & homogene Functionen. welche alle 
durch dieselbe homogene Function f, ohne Rest theilbar sein müssen. wenn 
es möglich sein soll, den Grad von  mittelst der Gleichung f=0 um « Ein- 
heiten zu erniedriven. und es werden die Quotienten der verschiednen Divi- 
sionen die Ausdrücke. welche man für —4,. —4ı,.. —4,_, zu nehmen hat. 
Umgekehrt sieht man. dafs wenn die angegebnen Bedingungen erfüllt sind. 
man immer einen ralionalen ganzen Factor 4 von der Art finden kann. dafs 
in durch Hinzufügung von Af die Glieder der & höchsten Dimensionen zer- 
stört werden. Es wird nämlich, wenn man auf die angegebene Art die ho- 
mosenen Functionen A,, A» ». A,_, bestimmt hat. 


j. yt-ht .. ht hthrıt elc., 

wo für A,. A,,1, etc. beliebige rationale ganze homogene Functionen ange- 
nommen werden können. welche die & höchsten Dimensionen in A nicht er- 
reichen. 

Es sei jelzt die Function (x, y) durch y* theilbar, so dafs, wenn man 

va,y)=yyla,y 
selzi. px, v) ebenfalls eine rationale ganze Function von z und „ wird. 
Es sei wieder gr, y), nach den absteigenden Dimensionen seiner Glieder 
geordnet, 
ytr pıt pr eic. = ya, y). 

so wird 


k ER m 
VW, == y TE uw, 322 yv“ fı» U. ni Y (f:. eic. 
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Für diesen Fall. in welchem sämmtliche Functionen ,, W,. . . %,_,. Welche 


in die obigen Gleichungen eingehen. durch y’ theilbar sind. kann man be- 
weisen, dafs, wenn fi, nicht durch y theilbar ist. auch die sämmtlichen homo- 
senen Funetionen A,, 4. ». A,_, durch y“ theilbar sein müssen. 

Man braucht hierzu den Satz. dafs wenn eine rationale eanze Function A 
das Produet zweier andern rationalen ganzen Funclionen DB und Ü ist, jede 
-alionale ganze Function. welche A theilt und mit B keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler hat. den andern Factor Ü theilen mufs. Dieser Satz erpiebt 
sich für den hier vorkommenden Fall homogener Functionen zweier Variablen. 
wenn man bedenkt. dafs sich dieselben immer nur auf ene Art in lineäre 
Factoren zerfällen lassen. und ebenso auch für Funetionen von beliebie vielen 
Variabeln. wenn man dieselben als Funclionen von jeder der Variabeln be- 
sonders betrachte. Wendet man denselben auf die Gleichungen. 

== y' fu - Auf 
= yatuftauf 
0 yaotıkptaftäf 


) — Y'Q,_M- ufit hl t °: - heil 
an. welche man aus den obigen durch die Substitulion von y'g, für w, erhält. 
so folgt. wenn fi nicht durch y theilbar ist, aus der ersten Gleichung. dafs 
;, den Factor y’ hat, sodann aus der zweiten, dafs auch 7,. hierauf aus der 
dritten. dafs 4,. und schliefslich. dafs alle Functionen 7 


a 
Factor y' haben. Man kann daher 
en a k 
hZY Un hM=Yılın :-- Kız=Yu,: 
selzen. WO Ay, Ay, .. 4,_, rationale ganze Functionen von x und y sind. 


Die Substitution dieser Ausdrücke in die vorstehenden Gleichungen eiebt nach 
. .. . / 
Division mit y“: 
0 — Pu Mo i 
0 = 9-+ fit ifo 
0 . pr + U a uf + wf: 


= 9.ıtrWufit tif. t °* Full 
Diese Gleichungen zeigen. dafs sich in dem Ausdrucke 


| 


pr Pı r pr elc. 


Hut to+ - Tut fit etc.) 
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sämmtliche Glieder der & höchsten Dimensionen gegenseitig zerstören. oder 
dafs der Grad von 
gy+-(wtrutr + )f 

um & Einheiten niedriger als der Grad von gp ist. Wenn daher der Grad 
von y'y vermittelst einer Gleichung vom n‘" Grade, f=0, in welcher das 
Glied x" nicht fehlt, um & Einheiten verringert werden kann, so kann auch 
der Grad von g selbst vermittelst dieser Gleichung um & Einheiten verrin- 
ceri werden. 

Man sieht ohne Schwierigkeit, dafs man für y* jede beliebige homo- 


voene Function nehmen kann, welche keinen Theiler mit f, gemein hat. 


Satz 2. 
Es sei h die Wurzel einer Gleichung m” Grades, 
= u tah+tnh+.- +0,4”, 
deren Coöfficienten rationale ganze Functionen von x und y sind, 
und B,, B,. D,, .. D„ respective der Grad dieser Functionen ; 
wenn diese Zahlen eine arithmetische Reihe bilden, so steigt die Be- 
dingungsgleichung, welche erforderlich ist, damit die vorgelegte Glei- 
chung zwei gleiche Wurzeln habe, auf den Grad 


(m —1)(B, + B,,). 


Beweis. 
Es seien 

a 
die Wurzeln der vorgelegten Gleichung, so mufs, damit zwei dieser Wurzeln 
gleich werden, die Bedingungsgleichung 

Ih; —h) = 0 
Statt finden, wenn man mit //(h;— h,)' das Quadrat des aus den Differenzen 
der Wurzeln gebildeten Products bezeichnet. Diese rationale ganze symme- 
trische Function der Wurzeln kann durch eine rationale ganze Function der 
Grölsen 


ÜUm—i U m—2 & 





» 5 


m Gm Om 


ausgedrückt werden. Bedeutet «,, die höchste Potenz von «„, durch welche 
die Glieder dieses Ausdrucks dividirt werden, so erhält man durch Multipli- 
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calion mit «/, eine rationale ganze homogene Function der Coöflicienten «,. 


d,. &„ vom »“" Grade, welche ich mit 
I (a, a, ; Da Om) — On IICh; — hr r 
bezeichnen will. Diese Function kann durch keine der Grölsen «&,. &%. .. @, 


theilbar sein, weil das Verschwinden keines der Coeflicienten der gegebenen 
Gleichung die Gleichheit zweier ihrer Wurzeln nothwendig mit sich führt. Es 
kommt nun vor allem darauf an, den Werth von p oder die Dimension dieser 
homogenen Function zu finden. 

Zu diesem Zweck betrachte man die reciproke Gleichung. 


' | ? ] n En 
Üm T Om Um—24 u: GE 72: a’ vr. VÖ, 


2 " l eh 
welche man aus der gegebnen erhält. wenn man darin B— setzt und mil 
: ( 


g” multiplieirt. Setzt man 


so werden 41» 92, -- 9m die Wurzeln dieser reciproken Gleichung, und daher 


(h;— hı )” 
h; h; 





/ 2 P 
Saba: ke) = AH iu 


\ 


Da das Product // unter dem Zeichen 4n(m —1) Factoren umfafst, so be- 
steht der Nenner aus dem Product von 2m (m —1) Wurzeln 4,,. und da der- 
selbe eine symmetrische Function dieser Wurzeln ist, so mufs er der (Am — 2)" 
Potenz des Productes aus den m Wurzeln A,. A,. .. A, und daher der Gröfse 


( units 
0 
Om 


oleich sein. Man hat daher 


Sa. a. u ER HR — A) 
oder 
ac —2m+ 
I (Om; Am-ı3 0%) = pm I (Gy, &ıs - - Cm) 
ım 


Da beide Ausdrücke, /(a,, &,,..«,„) und I(&„, &„_ı, - . &,), rationale ganze 
Functionen von &,, &, -. &,„ sind und. wie oben bemerkt worden ist. keine 
dieser Gröfsen zum Factor haben können, so folgt aus der vorstehenden 
Gleichung, dafs die Zahl y—2m-+-2 weder positiv noch negativ sein kann. 
und also verschwinden mufs. Man hat demnach 


p = ?m—2, 


32 * 
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und also 


(1.) 1 (O5 Ay +. du) = m Ih, — Ai)". | 
Wenn man daher die Bedingung, dafs eine Gleichung | 
() . - Out a,h } oh | .. ı oh” 


zwer gleiche Wurzeln habe, met 
Fin. Man u 6 - 0 


bezeichnel, wo 4 eine, von allen überflüssigen Factoren freie, rationale 
ganze Function von «,., 0. - . @„ sein soll, so ist diese Function in Be- 
zung auf diese Gröfsen homogen und von der (2m — 2)" Dimension. 
Wenn im Folgenden für eine gegebene Gleichung »n'“" Grades, FA) =0, 
die Bedingungsgleichung, Z==0, aufgestellt werden soll, welche zwischen 
ihren Coeffieienten Statt finden muls, damit zwei ihrer Wurzeln gleich wer- 
den. so wird man unter / immer die durch die Formel (1.) definirte Function 
verstehen. nämlich erne rationale ganze Function der Coöfficienten von F'(h 
von der 2m — 2)" Dimension, welche gleich ist der 2m — 2)" Potenz des 
Coejfierenten von Ah” ın E'\h) mal dem Quadrate des Productes aus den Dif- 
ferenzen der bs urzeln der Gleichung Eh) —= 0. Aus dem Vorhergehenden 
erhellt, dafs diese Function unverändert bleibt, wenn man ihre Argumente in 


umgekehrter Ordnung schreibt. da sich die oben gefundene Gleichung. wenn 





man für p seinen Werth 2m —2 setzt, in 
Pi Me ce et ae 
verwandelt. 
Es seien jetzt &,. %. . . @, Funetionen von einer oder mehreren 
Variabeln, z.B. von den Variabeln x und y, und respective | 
N | 


die Zahlen. welche ihren Grad bezeichnen. so wird im Allgemeinen der Grad. 

auf welchen die Bedingungsgleichung / == 0 in Bezug auf x und y steigt. 

oleich dem Grade. auf welchen der Ausdruck 
FBF En > 


ın Bezue auf £ steiot. 





Wenn die Zahlen B,. B,, etc. eine arithmetische Reihe mit der Diffe- 
renz € bilden. so dafs 


B —- B,- Ü, 


so hat man. da S eine homogene Function von &y. %ı; - : &, von der (2m —2)'"" 











I 
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Dimension ist. 


> > B een? > / ) ı 
Ha REVIEW A DE EA U 
Da A. %... A, die Wurzeln der Gleichung 


OO —= + a, A+ 00h .. +a, 6” 
sind. so werden 
WE 7° m FREE © as 
die Wurzeln der Gleichung 
0 = Ft ath+ th u 

und daher zufolge (1.) 

Ko, tl, nl, 0,” 

REITER h"Y, 


woraus 


a RT EEE Mt Air + WE, 
de, a, . ER) PEREEERRTEREN U  a Ms 
folet. oder, da 2B,+ mC = B,--B,, ist, 
(2.) te u at” — m UBe+Bm) A (ı,. GC. TR 
Da Ila,. &,» - . &„) die Gröfse Z gar nicht enthält, so wird dieser Ausdruck in 


Bezug auf £ von der Ordnung (m —1)(B,--B,), und daher auch (n—1)/B,--B, 


7 


der Grad der Bedingungsgleichung /==0 in Bezug auf x und vw, w. z. b. w. 


Da ı/m--1)(B,--B,) die Summe der Zahlen B,. B,,.. B, ist, so 


kann man auch sagen, dals der Grad der Bedingungsgleichung /=0 das 
2m —? | . : Aula ne 
4 -fache des Grades ist. auf welchen das Product aus allen Coefficien- 
m 





ten steigt. 
Satz sd. 
Wenn man eine gegebne Gleichung m’ Grades, 


(0 6 E'(h) __— Gl, > C| I 7} oh | lg | m Er 


2 FEN v+ö'yg . Ai 
durch die Substitution h — — Tu in die Gleichung 
yr9 
/ N \m y y' h ö'y ) rn 
0 = (y+Jdy) Pa — ArTPITPRIt Pd 


{ransformirt, so erleidet hiedurch die Bedingungsgleichung 1 — 0, 
welche zwischen den Üoefficienten der gegebenen Gleichung Statt 
finden mufs, damit zwei ihrer Wurzeln gleich werden, keine weitere 











94. 


3Ah 


Veränderung, als dafs der Ausdruck 4 links vom 


mat (y0' — y0)”" —" multipleirt wird, oder es wird 
Pos Ps - - Am) = YE — YO)" Ala,, 9; 
Beweis. 
Ks sel 
! 3 
) y'+0ö'g; —ıh 
h; = ZITE oder = o—; 
Y+9g: i öh;— 6 
so werden die Grölsen 91» 923 - : Ym 
er '+ö'y 
0 (vd ’ 79) 
\/ı y)” Ach 
| N > | ) 2% * n 
Pu TPıJ TP2I I - tPmg”; 


und daher zufolge der Formel (1.), 


4 Po» Pi; Pam) : Pm .. II(g; Mi) 
Der Werth von P, hier 
o' 
I" F(Z PEENDE Bu 
wıe man sogleich sieht. wenn man in der Formel. 
Gleichung gab, y=x selzt. 
Es ist ferner 
u -rh; — yh; 
IT N— Er ”  sh—_® 


(Y 0’ — y'ö) (h; ib) 
($" — Oh, (ö" — hr) 





Substituirt man diesen Ausdruck in das Product //(g;- 
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Gleichheitszerichen 


die Wurzeln der transformirten Gleichung 


welche die transformirte 


welches aus 


Ir)» 
ein Product aus 


m(m—1) Factoren 4;— 9, besteht, so erhält man im Nenner 
2in(m —1) Factoren 0’ —(h;, und da dasselbe eine symmetrische Function 
der »» Wurzeln A; sein mufs,. so wird dieser Nenner 


(Ih) — dh). . (0 dh,)y”- 


Es ıst abeı 
F'(h) (k— h)(h—h.) 
und daher 


(0 — Oh,)(d' — 0h,) 


0” = u ee ze 


w em m 


(h—h, 


F(2) — . 
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Man erhält demnach 
(A; hr) 
'— öh;)” (0 — Ohr)’ 





/ \2 a \r s \\m m—1) 
I(g:— 9) (I — y'O)"' le 


f \ \\m(m—1) Om ‚te / / > 
(yo) IT(h:— hy). 


und daher 
KBos Br: Bm) = BT IgG — N) 
“ 7 £ 7" "m Ih —h) = (y0' = yo)” u ED ÖL 


was zu beweisen war. 

Aus dem im Vorhergehenden bewiesenen Satze folgt das Corollar. dafs. 
wenn die Determinante der beiden lineären Ausdrücke, 7--dg, y'- 0’, oder 
die Gröfse yd’— y'd, der Einheit gleich ist, die Function 4(@,, «&,, . . @„) da- 
durch, dafs man darin Pu, Pı -- ?„ für &,, &, .. &,„ Setzt, unverändert bleibt 

Nach diesen Vorbereitungen komme ich jetzt zu der vorgelegten Auf- 
gabe selbst. 

Aufgabe. 
Die Anzahl der Doppeltangenten einer Curve n'" Ordnung 
zu finden. 
Auflösung. 

Es sei f(x, y)=0 die Gleichung einer gegebnen Curve rn” Ordnung 
Man multiplieire die Glieder des Ausdrucks f(x, y), welche nicht auf den n'" 
Grad steigen, mit einer solchen Potenz von 2, dafs sie alle in Bezug auf «, 
y, z von der rn‘ Dimension werden, und bezeichne die homogene Function 
von £, y, & von der n'" Dimension, welche man auf diese Weise erhält. 
mit f(x,y,2) Es wird demnach, wenn man auf die in dem Satze (1.) an- 
gegebne Art die Function f, nach fallenden Dimensionen geordnet, mit 

SHR+R+  =T 
bezeichnet, der Ausdruck 
wy2)=hHtfherkrt.. rf® 
werden. Es soll im Folgenden der Gleichung der Curve die Form. 
fa, #) = ®, 
gegeben werden, wobei man sich unter x eine beliebige Constante oder, wenn 





N 


man will, die Kinheet zu denken hat. Die Formeln der analytischen Geometrie 
haben durch diese Einführung der homogenen Function f(x, y, z) von 3 Va- 


riabeln x, y, z statt der nicht homogenen Function f(x, y) wesentlich an Ein- 








Ey 
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facheit und Svmmelrie gewonnen und es würden ohne dieselbe mehrere der 
wichtigsten Untersuchungen nicht ohne die beschwerlichste Weitläuftigkeit zu 
führen sein. Die nachfoigenden Untersuchungen werden auf's neue den Nutzen 
dieses wichtigen Hülfsmittels darthun. 

Ks seien .e und y die Coordinaten eines Punctes der gegebnen Curve. 
und in diesem Punclte an die Curve eine Tangente gelegt. 

\ennt man p und y die Coordinaten der Puncte dieser Tangente. so 
kann man vermöge der Gleichung derselben. 


of of 
I (»—ı)+<—-(4—y) =, 

7. e- 

die beiden Coordinaten » und g durch eine einzige Grölse A ausdrücken. in- 


dem man 


Ne Dal 50 
} Br) 
of 
u = yv— —ıh 
setzl. Griebt man in diesen Ausdrücken der Gröfse A alle Werthe von — x 
bis x, so erhält man die Coordinaten aller verschiednen Puncte der Tan- 
sente. Da jede gerade Linie die gegebene Curve in n (reellen oder ima- 


oinären) Puneten schneidet. so wird die Tangente die gegebene Curve aufser 
den beiden im Berührungspuncte zusammenfallenden Puncten noch in n—2 
andern Puncten schneiden. Für alle Puncte, welche die Tangente mit der 


Curve oeemein hat. mufs die Gleichune 


fu, 0) = f(x = u Zu = h, e) Br 


OX 


Statt finden. Man setze der Kürze halber 





of of of 
/ (d, ed = b, / un ©, 
er oy 4 
und 
f c-bh,y—ah, 2) = wi ul .. + u,h. 
indem die ersten beiden Glieder wegen der Gleichungen 
' of df 
fa, y a7 9, b— [ u: — 
; O4 Oy 


verschwinden. Die Gleichung, deren Wurzeln die n—2 Werthe von 4 sind. welche 
die n—2 Schnerdungspuncle der Tangente mit der Curve geben, wird hienach. 


r; Ä 
(3.) U = Zelt -bh, der ah, 2 | 


u Wwhtub+..- +u4h., 
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indem man durch die Division mit 4° die Gleichung von den beiden zusam- 
menfallenden Wurzeln 4 —= 0, welche dem Berührungspuncte entsprechen. 
befreit hat. 

Wenn zwei von diesen n—2 Wurzeln einander gleich werden. so 
fallen zwei von den n— 2 Schneidungspuncten in einen ‚einzigen zusammen. 
oder es hat in diesem Puncte die Tangente mit der Curve noch zum zweiten 
Male eine Berührung. Bezeichnet man daher die Bedingungsgleichung. welche 
zwischen den Coeffiecienten %, %,. .. u, Statt finden mufs, damit die vorste- 
hende Gleichung zwei gleiche Wurzeln habe, wieder, wie oben, mil 
0, 


so wird dies die Gleichung, welche zwischen den Gröfsen z und vw noch 


Aw, U,.. u,) 
aufser der Gleichung der gegebnen Curve, f(x, y,2)=0, Statt finden muls. 
damit die in dem Puncte. dessen Coordinaten x und y sind, an die gegebne 
Curve gelegte Tangente, eine Doppeltangente werde. 

Wenn man in dem zweiten Theile der Gleichung (3.) yA für A setzt. 
so kann man den hiedurch erhaltenen Ausdruck auf eine merkwürdige Art 
umformen. was sogleich zur Erledigung der vorgelegten Aufgabe führt. 

Vermöge einer bekannten Eigenschaft der homogenen Functionen hat man 

za+yb+2zc—=nf —=(. 
Wenn man aus dieser Gleichung für yb seinen Werth — x4— ze entnimmit. 
und zugleich der Kürze halber 
1—ah —= A 
setzt. so erhält man nach und nach, 


Ya+y'WhHtytuh+ ..-y"u,h 


EEE 
= „fe ybh, y—yah, 3) 


(4.) . f@—zah—zch, y—yah, 2) 








.; sch | ‚ zah 
— fla zer ae; z+ A 


5.) fie—chy, z+ah) = v#+ouh+ ..+v,h. 


sh 


so wird. wenn man für h setzt. 





A 
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/ sch | zah zu , 2Iuh® | 5 
TA A we u * ale er ur DR de a u: 


und daher zufolge (4.). 
(6.) ya-ywh+yuh+..-+y"uh 
Er, A, Ah tu, At .. +z"v,h”. 


Es sei der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen, wenn man für 4 


seinen Werth 1— aA setzt, und nach den Potenzen von A entwickelt, 


) PR FPßph+zFPp +. +2," 
ir AERO, AR + +, 
so wird 
(8.) Yn-+y'Wh-y’uh’------y"u,h 
Sr +z2Ph+zPıh +. +zP,h", 
und daher 


’D n BR] 


(9.) Yu, En RER: ARE FA. 


Diese Gleichungen geben zuvörderst eine vermittelst der Gleichung der Curve, 
f= 0, bewerkstelligte Transformation der Coöfficienten y'u,. 
Wenn man in der oben gebrauchten identischen Gleichung (2). 


7 104 5? - ur l Bi - .. Üm t Bm — A _. . Bo md A (0, 0 , Er & 


für die Gröfsen o;, t, m, B,, B, respective %;,., y, 2 —2, 2, n schreibt. 
so erhält man die identische Gleichung, 
K(yn, + PR) EI Zr - - Ru). 
Die Gleichungen (9.) geben ferner 
ya, Ye HER EP» ER): 
woraus 
YVRTIH U ) Te HERREN EB) 
folgt. 
Bemerkt man, dafs die Determinante der beiden lineären Functionen 
von A, A=1—ah und h, die Einheit ist, so folgt aus (7.) nach dem Satze 3. 


die identische Gleichung. 


- Fe & fu ” na 2 “ 3 »2 
Ka, Sn -: ER) Eee De, Fe 
und daher 
y—OTTI I, U...) = IE, Fd, .. 2"B,), 


oder endlich. da man auch die identische Gleichung 
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N 


lan. AR: u) er ATIPOLI Nie ar 
hat. 


AO YET De a ET ira © 


Da die Gröfsen a, 5, ce homogene Funclionen von x, y, x von der- 
selben, der (a —1)'", Ordnung sind, so werden die Coefficienten von %' in deı 


Entwicklung der Ausdrücke 


1 » 1 | | Au ) 
af z-bh,y—ah,2) = %- wh--u,h----u,h", 


5.4 


fach, y,iz--ah) = »- v;h- ev, BER Eh) 


oder die Gröfsen w;,, und ®;,,. und daher auch die beiden Seiten der Glei- 
chung (10.) homogene Funclionen von &, y, & von derselben Ordnung. Denn 
sie werden aus homogenen Functionen derselben Ordnung auf ähnliche Art 
sebildet. Dies ergiebt sich auch daraus, dafs die Transformation, durch welche 
die Gleichungen (9.) und die Gleichung (10.) erhalten werden, darin besteht, 
dafs man für die homogene Function yb eine andere homogene Function der- 
selben Ordnung, — (za--2c), selzt,. wodurch eine homogene Funelion von 


r,y, x nicht aufhört homogen zu sein und von derselben Ordnung bleibt. 
Wenn man 2 ==1 setzt, so ersieht man aus (10.). dafs die Function 


OWN Zi a a) 


mittelst der gegebnen Gleichung f = 0 in die Function 4(v;, ©, ... v,) ver- 
wandelt werden kann. Es kann daher zufolge des Satzes (1.) auch die Function 
I(U,. U,,..%,) selber in eine andere 4’ verwandelt werden. deren Grad um 


n— 3)(n--2) Einheiten niedriger ist als der Grad von S(w,, v;,... ®, 


Die Anwendung des Satzes 1. setzt voraus, dafs die Glieder der höchsten 
Dimension in f nicht sämmtlich durch y theilbar seien, oder dafs unter ihnen 
das Glied =” nicht fehle. Dies kann aber immer durch eine blofse Anderung 


der Goordinaten-Achsen bewirkt werden. 


jezeichnet man den Grad von v;,, mit B;. so zeigt die zweite der 





Gleichungen (11.). dafs die Zahlen B,. B,, .. B,_; eine arithmetische Reihe 
mit der Differenz » — 2 bilden. deren erstes und letztes Glied. 


B,=n—?2-2(n—1)=3n—4, B_. =nn—i 


J 


wird. Substituirt man diese Werthe in die Formel des Satzes 2.. indem man 
33 %* 








252 24. 0.6. J. Jacobi, über die Anzahl der Doppeltangenten. 


a - 


zugleich m = n— 2 setzt, so folgt aus diesem Satze, dafs der Ausdruck 
/'v,.. v....v,) vom Grade 


n -3)(B,- DB ,) —— (n—3)(n’ 2n —4) 


n— 


ist. Es wird daher ./' vom Grade 


n—3)(n --2n —4)— (n—3)(n--2) = (n—3)(n’-—-n—6) 
-(n— 3) (n-+3)(n—?2) = (n—2)(n"—9), 
oder es kann die Function S(w,, %,, .. %,) mittelst der Gleichung f=0 in 


eine andere ./° verwandelt werden, welche nur auf den Grad (n— 2) (n’ — 9) 
steigt. Es kann daher das System der beiden Gleichungen, 


9, Ms, nu 


durch das System der beiden Gleichungen f=0, 4'=0, ersetzt werden, 
von denen die erstere vom Grade n, die letztere vom Grade (n — 2) (n’ — 9) 
ist. und jedes System Werthe von = und y, welches das eine System Glei- 
chungen erfüllt, wird auch das andere erfüllen. 

Den Gleichungen f=0, #0 genügen im Allgemeinen n (n—2)(n?—9) 
Systeme Werthe von x und y. So viel Systeme von Werthen von x und y kann es 
daher auch nur geben, welche den Gleichungen f=0 und 4 (w,, u,,.. u,) = 0 
venügen,. oder der Gleichung f—= 0 genügen und in die Functionen %. %,,..u, 
substituirt, denselben solche Werthe geben, dafs die Gleichung 


VD) — u,- u; h- ul —- er —- u,h" 


„wei gleiche Wurzeln erhält. Diese Werthe von x und y sind aber die 
Coordinaten derjenigen Puncte der gegebnen Curve rn” Grades (f=0). 


_ 


welche die Eigenschaft besitzen. dafs die in ihnen an diese Curve gelegten 
Tangenten dieselbe noch in einem andern Puncte berühren oder von ihr Doppel- 
tangenten sind. d. h. es sind diese Werthe der Gröfsen x und y die Coor- 
dinaten der Berührungspuncte der Curve mit ihren Doppeltangenten. Es erhellt 
daher aus dem Vorstehenden, dafs diese Puncte die Durchschnittspuncte der 
segebnen Curve x" Grades (f== 0) mit einer andern (.7' = 0) sind, welche im 
Allgemeinen auf den Grad (a — 2) (n’— 9) steigt, und dafs demnach im Allge- 
Grades 


ten 


meinen die Anzahl der Berührungspuncte, welche eine Curve n 
ine ihren Doppeltangenten hat, n(n — 2) n"— 9) beträgt. 


Von den sämmtlichen Berührungspuncten der Doppeltangenten gehören 
aber immer zwei der nämlichen Doppeltangente an, und es ist daher ihre halbe 
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—_ . 


Anzahl die Anzahl der Doppeltangenten. Es haben also die Curven nten 
Grades im Allgemeinen 
| In(n—?2)(n"— 9) 
Doppeltangenten; was zu beweisen war. 
Der vorstehende Beweis beruht ganz auf der merkwürdigen Glei- 
chung (10.), welche ihrerseits wieder aus der Gleichung (4.). 
f(e-+ybh, y—yalh, 2) = de y, 23- we) 
abgeleitet worden ist. Setzt man 
A—=1-—uh, B= 1—bh, Ü — I—ch 
A — 1-+ah,B —1-bh CÜ = 1-ch, 
lerner 
f(x, y+ch,z—bh) = y(h) 
f(z—ch,y, z+ah) = g,(h) 
f(z-bh,y—ah,2) = g:h), 
so erhält man auf ganz ähnliche Art, wie (4.), die Gleichungen 


rn An), meh) = A) 


(12.) f (sh) = DB’ al) p,(ach) — 5" Y es 


Pi (sh) = EL’ (I) , y(ya) = U" =, 


Aus der ersten der beiden in der ersten Horizontalreihe befindlichen Formeln 
ist die Gleichung (10.) hergeleitet worden; dieselbe hätte auch aus der zweiten 





[> 


Formel derselben Horizontalreihe gefunden werden können. Aus den in den 
beiden andern Horizontalreihen befindlichen Formeln leitet man zwei der 
Gleichung (10.) ähnliche Gleichungen ab, wobei es wieder gleichgültig ist. 
welche von den beiden in derselben Horizontalreihe befindlichen Formeln man 
hiezu anwendet. Die so gefundnen Resultate will ich im folgenden Theorem 


zusammenstellen : 


Es werde mit I(&,, %, . . @,„) die rationale ganze und homogene Func- 
tion der Grölsen «,, @&,.. «,„ von der (2m — 2)" Ordnung bezeichnet. 
welche, — 0 gesetzt, die Bedingung giebt, dafs eine Gleichung 

= vtnA+mÄh+..+0,h” 


zwei gleiche Wurzeln habe; es sei ferner f(x, y, z) eine rationale ganze 
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und homogene Function der Gröfsen x, y, z von der n'“ Ordnung; end- 


lich selze man 


7 eo Se f . We D4 ma 4 > . B* n 
ph f\a 5, 9 Ep h, ) uw + .. +u,h 
' («— nn, 2+ 6) = oh toW- 
Y1 se \ı dx h, Y er or h — oh | v; dh : .. —- V h 
ph f\r, y+- In, z— — En) — wh+-wh-+ ..-tw,h. 
' 02 Oy | | | 
TE 1 
A. Fe 1, 
Fi rs) >. 


wo 4. I. I, homogene Funectionen von x, y, z von der Ordnung 
n—-3,(n --2n— 4) sein werden, so folgen aus der Gleichung f(x, y, 2) 
0) die Proportionen, 
(13.) PATE it 3, ie? ae 
Ich will jetzt an den vorstehenden Beweis noch einige andere Be- 
trachtungen knüpfen, welche dazu geeignet sind. auf die hier angewandte 


\lethode erölseres Licht zu werfen. 


Über die Anzahl der Wendepuncte. 


Die vorstehende Untersuchung giebt auch die Anzahl der Wendepuncte 


einer Curve n’” Grades. Wenn nämlich die Gleichung 


0 (a In Yun 5 2) = u. hu .. +u,R", 
N OYV . 5: " 
welche zwei Wurzeln A=0 hat, noch eine dritte Wurzel = 0 hat, welches 
die Bedineune %, 0 erfordert, so entsprechen dieser dreifachen Wurzel dre 


z usammenlallendeDurchschnitltspuncte der Tangente und der Curve, oder es 
wird der Berührungspunet ein Wendepunct. Die Werthe von x und y, welche 
aufser der Gleichung f==0 noch die Gleichung «0 erfüllen, sind daher 
die Coordinaten eines Wendepunctes der gegebnen Curve. Der Grad der 
Function uw kann aber vermittelst der gegebnen Gleichung f =V um zweı 
Einheiten verringert werden, wie aus den obigen Formeln erhellt. Man er- 
hält nämlich aus (Ö.). wenn man darin A—=0, A=1 setzt, die Gleichung 


vu = 22. 


pr - 


In dieser Gleichung sind u, und v, ralionale ganze homogene Functionen deı 
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Gröfsen &, y, 3 von der Ordnung na — 2--2(n—1)=3n—4. Es wird 
daher, wenn man z==1 setzt, die Function y’w, einer Function v, gleich, 


welche in Bezug auf x und y von einem um 2 Einheiten niedrigeren Grade 
ist. Zufolge des Satzes 1. kann daher der Grad von «, ebenfalls um 2 Ein- 
heiten verringert oder ?, auf eine Function x, vom Grade 3n — 6 gebracht 
werden. Die Wendepuncte der gegebnen Curve (f=0) sind daher ihre 
Durchschnittspuncte mit einer Curve (%—0) vom Grade 3(n— 2), und es 
’st duher die Anzahl der Wendepuncte einer Curve n’” Grades im All- 
gemeinen 3n(n— 2); welches die von Hrn. Plücker für diese Anzahl ge- 
Iundne Formel ist. 
Es zeigt aber die Formel (6.). 
yn+ywhtywi+. ya = A480, A h+ 4 Fo,N 


dafs sich auch alle übrigen Functionen u,., u u, mittelst der Gleichung 


f=0 auf andere redueiren lassen, deren Grad um 2 Einheiten geringer 
st. Substituirt man nämlich in dieser Formel für A seinen Werth I1-—- ah 
und setzt die Coeffiecienten der einzelnen Potenzen von A einander gleich, so 
erhält man allgemein y”«, gleich einer homogenen Function von w, Y, 2 
von derselben Ordnung, welche aber den Factor 2° enthält. In Bezug aul 
x und y wird daher der Grad dieser Function um 2 Einheiten niedriger als 
der Grad von y”a,„, und man kann daher, dem Satz 1. zufolge, auch «, 
selber auf eine Function von einem um 2 Einheiten niedrigeren Grade redueiren. 


Man erhält aus der vorstehenden Gleichung die folgenden, welche dazu 
dienen können, die Gröfsen a, durch die Gröfsen ®,, auszudrücken: 





Yu, = 2°, 

y’u 20, — (n— 2)z2’av, 

yu— u —(n—3)ravy-+ = .. Per, 
eic. etc. 


und allgemein 


Ä a n—m-A)(n-—-m-+2) 
(14.) yTu, "Un Ben (n—m E )2 | av. T | 





“> m 


” 2 rn g 
1.2 





P> ("— m-+1)(n—m-+?2)(n—m-+-3) EEE 
| 2 3 wer co a Won. > 








tr . . . . . . 


I 


(n"—m+1)(n—m+2)..n—?2) , „_» 
-— = 2.20 


+ u. 





ı.2..Im--2 
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Die umgekehrten Formeln, mittelst welcher die Functionen ®, durch die Func- 
tionen w,„ ausgedrückt werden, erhält man aus der Gleichung (12.). 


gizh) = Argı(2b). 


Zufolge dieser Gleichung erhält man nämlich aus den aus der Gleichung 


yı(yh) = Ary (Z x) 


zwischen den Funclionen % und ® abgeleiteten Relationen die umgekehrten, 

wenn man die Funelionen ; und v, und die Gröfsen y und 2, so weit sie in 

diesen Relationen explieite vorkommen, mit einander vertauscht und gleich- 

zeitig a für @ selzt. Man kann ferner in den so erhaltenen Formeln für 
u, u By um FE 

respeclive 

ı. 2, 2,8, ® 


oder 
SE 7 Ve Fe TE Ve Mn Be 


- 


selzen, wodurch man alle bezüglich aus den 6 Formeln ( 12.) folgenden Gleichungen 
erhält, welche die zu einem der Systeme der Coefficienten %,,, ®,,, @, gehören- 
den Gröfsen durch die zu einem der beiden andern gehörenden Gröfsen aus- 
drücken. Man kann auf diese Weise aus (14.), wenn man der Kürze halber 





RE iei. käNe- hä). —m-+ti) 
. - ° r 7 


setzt. die folgenden 6 Gleichungen ableiten: 


gr U nn = .. pa u M,z u d nt on; -M,;: gig FR; .. + M „_; 2” dä V®, 
"u — ru, — Hr Duni Ed 2 EEE u © 
u ME — M,y"c By en. EYE 
(15.) | | | 
gr v. y” u, -; M, ae a u._: E= M, u 27 u. 2 - Mm; y’ PT ut U, 
"u, 2” wm + M,2”"""bw„_, + M.2”""Dw,_. .. + M„-2°6""w, 
* A U x m 2: M, ee” C VÖ, —1 | N; x” j c Un m» u x M„-: oz ee U, . 


Für m —=2 Bche diese Gleichungen: 
(16) wenn = Eryıg, 
oder die beiden Gleichungen , 


yu, On vn, cu, = zw. 


von denen die erste dazu gebraucht worden ist, die Anzahl der Wendepuncte 
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zu bestimmen, wozu aber auf ganz gleiche Weise auch die andere hälte an- 
gewandt werden können. 


Über die Anzahl der gemeinschaftlichen Tangenten zweier Curven. 


Die zur Bestimmung der Anzahl der Doppeltangenten im Vorigen an- 
vewandte Methode kann auch dazu dienen, die Anzahl der gemeinschaftlichen 
Tangenten zu bestimmen, welche man an zwei gegebne algebraische Curven 
legen kann, ohne dafs man hiezu die Theorie der gegenseitigen Polarität 
zweier Curven zu Hülfe zu nehmen braucht. 

Es seien p(&, y, 2) und f(x, y, x) homogene Functionen von w, y, 2 
von der m” und n'" Ordnung. Bedeuten & und y die Coordinalten eines 
Punctes und x eine Constante, z. B. die Einheit, so werden 

(3, Y,2)=-0, fay 2) =0 
die Gleichungen zweier Curven 2" und nr" Grades, welche ich der Kürze 
halber die Curven y und f nennen will. 

Es seien x und y die Coordinaten eines Punctes P der Curve f; 
setzt man wieder 

Ta, 5 % 

or Oy 0% 
so kann man, wie im Vorhergehenden, die Coordinaten » und y der ver- 
schiednen Puncte der in P an die Curve f gelegten Tangente durch eine 
einzige Gröfse A mittelst der Formeln, 

p= x-+bh, y=y-ah 

bestimmen. Die Werthe von 4, welche den Schneidungspuncten dieser Tangente 
mit der Curve g entsprechen, werden dann durch die Gleichung 


p(P,9; 2) = ylaz-+bh, y—ah, z) — 0 
bestimmt. Die Bedingungsgleichung, welche zwischen den Gröfsen «, y Statt 
linden mufs, damit diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln 4 habe, bestimmt die- 
jenigen Puncte P der Curve f, welche die Eigenschaft besitzen, dafs die in 
ihnen an diese Curve gelegten Tangenten auch die Curve g berühren. Die 
Anzahl der gemeinschaftlichen Tangenten, welche man an die Curven f und y 
legen kann, wird der Anzahl dieser Puncte gleich. 
Es sei 


ylz--bdbh,y—ah, 2) = wtuhtwi- .. + u„h”, 


und es werde wieder die Bedingungsgleichung, welche zwischen den Gröfsen 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 3 34 
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Be u, Statt finden mufs, damit diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln 


habe. mit 


Ka u u ci) ed 


m 


bezeichnet, wo .J eine homogene Function der Gröfsen w,, %,, .. u, von 


teı 


der (2m —2 Ordnung ist. Diese Function kann vermittelst der zwischen 
den Gröfsen x und y Statt findenden Gleichung fix, y, x) auf einen niedri- 


geren Grad gebracht werden; wie aus den folgenden Betrachtungen erhellt. 


Da 
za-yb+2zc—=nf —=(, 
so wird, wenn man wieder A=1-—-.ah setzt, 


y(x--ybh, y—yah, 2) 
g(e— zah— zch, y—yah, 2) 


— p(zA—zch, y4, 34-- zah) 
i sch , zah‘ 
arg, ya), 


Setzt man daher 


y(x—ch, y, 2 ah) == ©, v,h- vl | 2 4 u, 


M 6 Sep. 
so mufs dasselbe Resultat erhalten werden, wenn man hierin 1 für A setzt 


und mit 4” multiplieirt, oder, wenn man in dem Ausdrucke 
g(w-bh, y—ah, 2 w+-uwh-wh- -- + uf" 

yh für y setzt. Man erhält hieraus die Gleichung 

u +-yuh-ywhl- -- + y”u„h” 

vd” +20, Ah A". +2"0.h". 

Es werde der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen. wenn man für 4 sei- 
nen Werth 1— «aA substituirt und nach den Potenzen von A entwickelt. 

(17) PAt+PpA+-PBhit -. +P9,.h" 


v,A4” | 30, A"'h- U u ° l zZ" ph”, 


m 


so hat man 


) 


(18.) u Ps» Yyı = Pi yo Ph, .. Y"Um = Bm 
Zufolge des Satzes 3. erhält man ferner aus (17.) die identische Gleichung, 


2 3 > N 
%0y Pıy 1729 * + Prm)y 


2 vs PR >" 2 
I(9,, 3%, ZU, : » 2" Yu)> 
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und wegen (1S8.). 
HP Ba Br re 
= I Yin VOR): 
Aus dem Satze 2. folgen aber, wenn man darin für die beiden lineären 
Functionen von 4 die Ausdrücke 1 und z% oder 1 und y4A, deren Deter- 


minanten respeclive 2 und y sind, annimmt, die identischen Gleichungen . 


sa, 0, ii - + ER) zZUmI AU, ds ©; Ö,n 
(u, Ylı, Ya, -. Yun) = YA Urs Urn - Un 


Es wird daher 
(19.) Io; BD. fin. .. Im) 


oo pmm—m /2 . a a 
u $ Fi, du Er, -- 
TE Ws Mi + + 


Die beiden Ausdrücke rechts sind homogene Funclionen von X, y, x von 
derselben Ordnung. Setzt man daher z<==1, so zeigt die Formel (19.), dafs 
man mittelst der Gleichung f= 0 die Function 
yTTiAu Urs Ua, - + M, 
in die Function 

Fi Was Wan. Wie] 


kJ 


verwandeln kann. Man kann daher, dem Satz 1. zufolge, die Function 
It ir Mn» +: Mo) 
selber mittelst der Gleichung f= 0 in eine andere rationale ganze Func- 
tion .7' verwandeln, deren Grad um mm —m niedriger als der Grad von 
(0, d%ı, .. ©) ist. 
Nennt man DB; den Grad von v;. so bilden die Zahlen 3,. B,. B,. .. 
BD, eine arithmelische Reihe und es wird 


B,=m, B, = m(n-—HJ). 


m 


Es wird daher zufolge des Satzes 2. die Function 4(v,, vd, . . v,„) auf 





den Grad 

(n—1)(B,+-B,) = mn(m—1) 
steigen, und also die Function .f',*in welche man 4 mittelst der Gleichung 
f=-0 verwandeln kann. auf den Grad 


mn (m —1)— m(m—1) = nm —1)(n—1). 





Die Puncte P der Curve f, welche die Eigenschaft besitzen, dafs die in ihnen 
34 * 
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an die Curve f gelegten Tangenten auch die Curve p berühren, sind daher 
die Durchschnittspuncte der Curve f vom n'" Grade mit einer Curve vom 
Grade n(m —1)(n—1). deren Gleichung 0 ist, und es wird daher die 
Anzahl dieser Puncte oder die Anzahl der gemeinschaftlichen Tangenten. 
welche man an die beiden Curven f und legen kann, im Allgemeinen 
mn(m—1)(n—1). 

Dieses ist genau die Anzahl. welche sich durch die Betrachtung der Polar- 
curven ergiebt. Nennt man nämlich f’ und %' die Polareurven von f und y, 
so entspricht jeder gemeinschaftlichen Tangente von f und g ein Durchschnitts- 
punet von f’ und g’. Diese Curven sind aber respective vom Grade n(n—1) 
und m(m—1), und es ist daher die Anzahl ihrer Durchschnittspuncte im All- 
semeinen m(m—1).n(n—1). welches daher auch die Anzahl der gemein- 
schaftlichen Tangenten der Curven f und sein mulfs. 





Königsberg, den 30ten December 1849. 

Für Ihre Mittheilung des Beweises von den Doppeltangenten mufs ich 
Ihnen auch insofern dankbar sein, als ich mich dadurch aufgefordert fühlte, 
einen letzten Versuch zu machen, die Curve zu bestimmen, welche durch die 
Berührungspuncte der Doppeltangenten einer Curve 4ter Ordnung hindurchgeht, 
befreit von allen überflüssioen Termen. Dafs eine solche existirt,. wufste ich 
vorher, denn ich kann 7 Kegelschnilte angeben, welche durch sämmtliche Be- 
rührungspunete hindurchgehen, nicht auf die Weise, wie der unrichlige Plücker- 
sche Satz über die Kegelschnitte, welche die Curve in den Berührungspuncten 
schneiden sollen, vermuthen liefse, sondern auf eine ganz andere Art, die ich 
wegen ihrer Weitläuftigkeit hier nicht angeben kann. Der Versuch gelang und 
folgendes ist das Resultat: «0 sei die Gleichung der Curve 4ter Ordnung, 
/ die Determinante der Funelion %, zusammengesetzt aus ihren 2ten Differen- 





tialquotienten %,, %a, ... Es seien ferner 4,, Sr, Az, Aus Sa; - . . die 
ersten und zweiten partiellen Differentialquotienten von 4. Setzt man nun 
DR U U — Us; 3 — Udo — Ua 
22 UzU, — Un; %; — UyÜüy — UntÜ;, 
"3 = Uılln- Un Un — Utz — Uzln, 


so ?st die gesuchte Gleichung vom I4ten Grade folgende: 
Av 1, 0% -: 1,0 - 2 .d, ei | 241,4 0, +23 A, I2v% 


> 


—34 Iadu 15 0 AU, + 2 Ars Vo; ne 2 I,,%;, +2 420} Ben 0. 


Er: ) 

Die anliegenden Abhandlungen haben Sie wohl die Güte an Herrn 
G. R. Crelle zu befördern. Zum neuen Jahre den aufrichtigsten Glückwunsch 
Ihres ergebenen Schülers 


Otto Hesse. 
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25. 


Extraits de lettres de M. Ch. Hermite aM. Jacob: 
sur differents objets de la theorie des nombres. 





Premiere lettre. 


res de deux anndes se sont ecoulees, sans que j’aie encore repondu 
a la lettre pleine de bonte, que Vous m’avez fait "honneur de m’ecrire "). 
Aujourd’hui, je viens Vous supplier de me pardonner ma longue negligence. 
et Vous exprimer toute la joie, que j’ai ressenlie en me voyant une place dans 
le recueil de Vos oeuvres. Depuis long-temps eloigne du travail, j’ai ete bien 
touche d’un tel t&moignage de Votre bienveillance; permettez-moi, Monsieur, 
de eroire quelle ne m’abandonnera pas; elle me devient encore en quelque 
sorte d’un plus grand prix, en me sentant, apres un long intervalle ramen« 
de nouveau a l’etude, sur la voie de quelques unes de vos pensees. 

J’ai cru voir lorigine de belles et importantes questions d’analyse dans 
cette partie de Votre memoire: „De functionibus quadruplieiter periodieis ele. 
ou Vous etablissez l’impossibilit& d’une fonction a trois periodes imaginaires. 
L’algorithme si singulier. par lequel Vous reduisez a un degre de pelitesse 
arbitraire les deux expressions 

ma -- m’a -- ma, mb -- mb’ - mb", 
n’est-il pas le premier exemple d’un mode nouveau d’approximalion. ol les 
principales questions de la thöorie des fractions conlinues, viennen! se repre- 
senter, sous un point de vue plus etendu? 

Par exemple, etant donndces deux irrationnelles A, B, on pourra de- 
terminer lorsqu’elle existe, toute relation lineaire telle que: 


Aa-- Bi-c — 0 


ou a, db, e, sont entiers. Qu’on prenne en elffet, 


x 


mA— m — «a, mB — m!’ — | 


*) Cette lettre imprimee dans le Journal de M. Liowville vol. X] page 97 et dans le 
premier volume des „Opuscula Mathematica” page 357 porte la date du 6 aoüt 1845.  J 
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e ei 9 pourronl devenir aussi petits que l’on voudra, d’ailleurs on en conclura: 
aa-+-bP n ( Aa - Bb) — am’ — bm’ — — (am! --bm" —- cm). 


,e second membre de cette egalite est un nombre entier. done we --53 ne 
pourra diminuer au delä de l’unite sans se reduire a zero. Ainsi le caleul des 
nombres. zu, m, m , pousse a cette limite, il n’y aura plus qu’a convertir — 

u 104 


en fraction eonlinue pour obtenir la relatien cherchee. 


‚herchant a appliquer le nouvel algorithme, aux irrationnelles, definies 
par des equalions du 3" degre &ä coefficients entiers, j’ai vu s’offrir quelques 
questions d’une grande elendue auxquelles je me suis prineipalement- applique, 
et qui m’ont amene a considerer la methode d’approximalion que je me pro- 
posais d’eludier, sous un point de vue bien eloigne de son origine. Ü’est dans 
quelques proprieles tres elementaires des formes quadratiques a un nombre 
queleonque de variables, que jai rencontr& les prineipes d’analyse dont je Vous 
demande la permission de Vous entretenir. 

Jai tire de ces prineipes une demonstration de Voire beau theoreme 
sur la deeomposilion des nombres premiers 52 --1, en quatre facteurs com- 
plexes. formes des racines einquiemes de lunite. Je ne sais, Monsieur, s’il 
me sera donne de Vous suivre dans les nouvelles regions de I’ Arithmetique 
transcendante, dont Vous avez ainsi ouvert la voie. Jusqu’iei, j’ai eu plutöt 
en vue dans cette recherche, lapplication qui s’offre d’elle-meme ä la theorie 
de la division des fonctions Abeliennes dependante de l’integrale I 
Peut-elre, d’ailleurs,. trouvera-t-on la, des elements nouveaux. pour cette 
question si diffieile des lois de reciprocile des residus de 5" puissance, sur 
laquelle Vous avez le premier appel&e l’attention des g&ometres. 

Tout polynome homogene du second degre a n-+-1 variables, 
fan u: 


peul eire mis sous la forme: 


— — 1% 
da : da. “us, 
Sı Von pose 
| df d + 
a 2 
= da - dr = Un 


en nommant 2 le determinant relatif a ce systeme d’equations lineaires, la 


substilulion des variables A. A. .... ÄA,. conduira a un nouveau polynome 
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que je representerai ainsi, savoir: 
AED 5: 


D 


—— 
en 
7 


Cela etant. je nommerai D, le determinant de /, et F'\, la forme adjointe : 
on trouve ensuite aisement, que la forme adjointe a F, sera: BTL 
La notion des formes adjointes donne le theoreme suivant: 


Si la forme f, a n-+1 variables 2, &1s -.- %„, se change par la sub- 


stitution: 
. 4 ad ‚n r + . 0.» en ("—1) £ au , - 
oYy T e@Yır % Ya fr ® Ya = d 
E.. Dr. . IN, I. YUu—Dı , 
RT PAITP RT’ TP Yn-ı 4 " 
j } si - 1 ! ” N — 
Yu ty hy HN Ddy 1 —E Ö 


en la forme 9, qui n’en renferme plus que n, le determinant relatil a y, 
s’obtiendra par la forme adjointe #', en donnant aux variables A, A... A 
respectivement, les valeurs representees par les coeflicients des lermes 
Es 2ıs .. 2, dans le determinant de la substitution, ces derniers termes 
etant regardes comme une (rn--1)""" colonne de coelffieients 
Un auire theoreme essentiel, dans mon analyse, se fond sur la proposilion 
aisce a demontrer, qu’elant donnee une forme binaire (a,b, a) de deter- 
ıninant negalif —D el dont les coefficients ne sont plus entiers, mais des 
quantites quelconques, l’on peut toujours Irouver deux nombres entiers premiers 
entre eux, «, P, tels qu’on ait: 
ac + R2baB-+aP"<y4D). 
Quant aux formes de determinant positif D, on obtient dans touts les 
cas la limite inferieure: 
ac +2baß+a <yD. 


Soit acluellement f(a,, &ı,.... € 


ns 


une forme queleconque a n-+ 1 va- 
riables, dont les coefficients soient entiers ou irrationnels, et dont le deter- 
minant soit D en valeur absolue, je dis quon pourra toujours trouver 
n-; 1 nombres entiers, «, BP, y, ... A, tels quon ait: 
(a, ß,y, ... 4) < (4)”" YD. 
Supposons que ce theoreme soit vrai pour les formes de n variables, 
on pourra demontrer quil est vrai aussi pour les formes de n--1 variables, 


il sera done vrai en general puisqu’il a lieu pour les formes binaires. Cette 
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demonstralion se base sur le lemme, 
que Fon peut toujours determiner » colonnes de na-+1 nombres entiers 
telles qu’en ajoutant une (n--1)""" colonne et formant le determinant. 
les coefficients multiplies dans ce determinant par les differents termes de 
la (n-- 1)" colonne, soient des nombres entiers donnes. 


En eflet. elant proposes »--1 nombres entiers quelconques, 


# Bi Fa a 
determinons a, db, e,...% d’une part, c', d’, ... %' de l’autre, par les equations: 
ad — bean, CYy—en —n, :.. Krk —=N-n 
ou 71, designe le p. g. c.d. de a et ß, m le p.g.c.d. deyetm,...7,_, 


le p. g. ce. d. de n,_, et z, on saura prouver que le determinant du systeme: 
> by bed bede 














(V) — _ bed...k.s 
T, T, TT, 7, 

0 ıy ach acde 

(1) —. SE — acd...k.ı 
st, TT, T, IT, 

5 c'ö c'd: ’ 

(2) 0 = — ir u 
1, sT, ı, 

st, d'e ’ 

(3) 0 0. —— — — d...kı 
7, nt, 

(n) 0 0 0 0 Er (—1)"n,_.: 

est 
(OL AA) ty) + +An). 


Ce lemme joint au theoreme ci-dessus fait voir que s2 lon deduwit 
dune forme f de n--1 variables une autre fi de n variables, en sub- 
stetuant aux n-- 1 variables des fonctions linearres de n variables affectees 
de coeffictents entiers, on pourra choisir ces fonclions a substituer de 
mamtere que le determinant de fi, devienne 

Fin Bus. 
F etant la forme adjornte de f et «a, P, ... 4 des entiers donnes a lar- 
bitraire. 

L’adjointe de F' etant D"'f, on pourra done aussi deduire de #' une 
iorme de n variables F‘, dont le determinant sera 


D’""f(o, D, ... A) ° 


/ 


%, P, ... 4 etant des entiers donnes quelconques. Donc, dans I’hypothese 
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’ 


admise pour des formes de n variables, la forme #\, ei par suite la forme F' 
elle m&me, pourra prendre une valeur moindre que 


n 
(4dr2 EN N 


valeur que je designerai par F'(«,. us - - 4,), On prouve de la mäme ma- 
niere que f pourra prendre une ag moindre que 


le, ’F( . RR a 


valeur que je designerai par f(«',f',.: m On aura done 
a Ay, „I - 1 4\%(7 
[(@,P F .A)<($) D, ER RE ww) 
7 a(n—1 n—1 f°/ - 
E'(&,, Pos - - 4) < (4) /(D Ka,;,ß,;.4)) 


et par suite 


nz—1l 
y u ; _?ın n—1 7 
CE SEE DER 5 vcD f(a,ßP,.. 2). 
En continuant de la mäme maniere et en posant 


fa”, Bo, .. 0) — f®, fa, P,..4) = f" 


n?—] n 


H”yD=it, 


on trouvera successivement 


(< <<, 


d’ou suit 
Far En nzm 


+ —H ä 
a ee l n n n2(m-ı) m-—ı er”, 
On pourra donc, en prenant »n assez grand, parvenir a une valeur de f, 


n ? 


- 


> 


n-+1 
m<rü on fM<a"yD, 
ce quil fallait demontrer. 
De nombreuses questions me semblent dependre des resultats precedents. 
Voici en premier lieu comment j’ai essay& d’y ramener Votre nouveau mode 
d’approximaltion. 
A et B etant les quantites donnees, je considere la forme ternaire 


‚2 
f = (2 — Ar)’ -(ı"— Be) - —, 


dont le determi it positive quel Be’ 3 

ont le determinant est une quantıte positive quelconque 7 Pour toutes les 

valeurs de /, on saura determiner trois nombres entiers, m, m’, m”, tels 

quoon ait: ii 1 
n 2 | „ Zu t ar 

(m — Am)’ + (m — Bm)’ + ee 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 3, 353 
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et par suite: 
/ 2 ' 2 1 2 3 
m — Am < —: —,. m'— Bm < 77 M<oa:) 
y. vd y« yd y: 


les deux premieres relations font voir qu’on peut rendre simultanement 





/ 
4 
d . 


d’un degre de pelitesse arbitraire, m’— Am, m"’— Bm, la troisieme donne 





w : a m m! 
la mesure preeise de l’ordre d’approximation des fractions —, —, en mon- 
irant que lerreur est proportionnelle ä . Enlin la forme adjointe de f, 
mym ’ 
etant: 
| 1ıdD I a m: 
ce + Ar + Be") - se ; 


le caleul conduit encore A une suite de nombres entiers, tels que «, P, 7; 





REN k i | 
qui rendent la fonction lineaire Aa -- BP -+y, de l’ordre = U, eton 


ß 
demontre que sl existe une relation telle que: Aa-+-Bb--c—=0, a,b, c 
elant entiers, on verra la fonction Aa-+-Bb--c, s’offrir necessairement ä 
parlir d’un certaine valeur de 7, puis se reproduire indefiniment, pour toutes 
les valeurs plus grandes. 
Voici d’autres consequences. 
Soil 
F(«, x"-+- Ar""+.-+-Kr-+L = 0 

une equalion quelconque irr@ductible a coefficients entiers et dont «, P,... A 

soient les racines; si la congruence F'(x) = 0 admet une solution 2 = « 

pour un certain module N, en posant: 

p(e) Ne, (ee — ar +" — a) +. + — a), [, 
2, 7, etc. desienant des entiers, la forme 
f = p(o)y(P)..Yp(A) 

representera toujours des nombres entiers multiples de N: or je dis 

qu’on pourra trouver une infinite de systemes de valeurs de &,, X, .. Z,_, 

pour lesquelles on ait 

f= MN, 


l’entier M etant au dessous de la limite. 


(4 rl) 
3 / pr 


dans laquelle 4 represente le produit des n(n —1) differences des ra- 


) 


eines «, 9, .. 4 prises deux a deux. 
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Supposons en premier lieu les racines «, P, .. A re@elles, je considere 
la forme quadratique a » variables: 


f = Dig‘) + Dig(B)4 + Du gl 


ou D,, D,,.. D,_, sont essentiellement positifs: soit I, le determinant de f. 
on saura trouver pour =, 7, -. £,_,, un systeme de valeurs entieres lelles 
qu’on ait: 


n 


[ = w()!"V/D, 





co» etant moindre que Funite. Or le produit des quanliles positives D,y’e, 
D,y’P etc. ne pourra jamais depasser son maximum (£) .„ correspondant au 
l 


cas oüı elles sont toutes egales, on aura done: 


-) 2.53 ala D 
DD,...D_.f < (Hr T—- 


7 Ye 


Il faut ici obtenir I, qui est le determinant relatif au systeme des equations 
lineaires dont les premiers membres seraient: 





Or on trouve sans diffieulte: 
D =. SID: A, 


ce qui conduit a la limite annoncee. 


Comme il ne reste dans le resultlat aucune irace des quantlites. D,, 
D,,.. D,-ı,. il suit qu’en leur attribuant toutes les valeurs possibles, les 





memes multiples deN se reproduiront necessairement une infinile de fois, 
pour une infinite de systemes de valeurs distinctes de x. &,. ... X,_ı- 


Si l’equation proposee, F(x)=0, n’a plus toutes ses racines reelles. 
on fera correspondre dans la forme f, a chaque couple de racines conjuguees 
a, B, le produit D,y(o)y(P), au lieu de D,y’(e)-+-D,y’(P). Dans le cas 
ou toutes les racines seraient imaginaires, ce qui suppose le degr@e un nombre 
pair na—=?2u, on sera conduit de la sorte ä la forme 


f = Dy(d)y(Pd)+Dyyy(d)+--4+D PAY). 
Le determinant s’obtient aussi dans ce cas aisement, et l’on trouve: 


D—= (D,D... D,_Y-4.N.. 


u 


35 * 
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Comme on a d'ailleurs: 


DD, .. D,_.f > eer 


i 


n 
f U) (4 /D, 


on en tire la limite: 


m < (ren(£) 


Re 
qui ne dillere pas de celle que nous venons d’obtenir dans le cas des ra- 
cines reelles. 


Supposons que l’equalion proposee soit: 





up —1 
en 
qui donne lieu a une congruence soluble pour tout module premier N —= Ap--1. 
/ sera alors: p””. Ainsi dans le cas de 9=5, on aura la limite 
AN® EN 
(5) 5) 
laquelle est > 1 mais < 2, done on aura precisement 
i—=N 


C'est. comme Vous vovez, Monsieur, la demonstration de Votre theoreme. 


Mais il y a plus. Prenant »=[1, on trouve l’expression 


HE). 


qui est moindre que 6. Or la forme f etant loujours =O ou 1 suivant le 
module 7, on ne pourra avoir encore dans ce cas que f=N. 


Considerons, en second lieu, l’equation F'{z) = 0, qui a pour racines 
er Pr —1 or 
les 4(»p—1) periodes de deux racines de — —y =0, on aura la proposition 
2 | pin 
que la congruence F\x) = 0 est resoluble pour tout module premier N—=Ap—1. 
On trouvera alors: I = pW", d’ou l’on tirera comme ci-dessus la limite 


de M. Dans le cas de p={1, n=3, il vient: 





et par suite M <Z 3. Or il est facile de voir que suivant le module 7 la 
[orme f est toujours 0.1. ou —1. On ne peut done admettre we M = 1. 
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De la resulte ce theoreme, 
que tout nombre premier {m —1, est decomposable en trors facteurs 
complexes formes des racınes de lequation: 
+2 —2z —1 |. 

En reflechissant aux questions precedentes, j’ai ele conduit a m’oceuper 
de la theorie de la reduction des formes quadraliques a un nombre quelconque 
de variables, qui m’a sembl&e devoir etre introduite dans l’etude des expres- 
sions telles que f£ De me&me que pour les formes binaires, on oblient ce 
resultat que pour un determinant donne, elles se laissent distribuer en un 
nombre toujours fini de classes. La methode de reduction devra reposer encore 
sur l’emploi de substitutions lineaires a coelficients entiers, et au determinanl 
+1, par lesquelles une forme donnee est changee en une autre enlierement 
equivalente et de meme determinant. Voici quelques reflexions sur ce sujel. 


Soient d’abord 


Ti) — A, A, 7 a’, - Fe | a X, 
2 = BKABK HR KH . . HBOX, 
or = IA TA ++... +ıImX, 


les substitutions qui changent f(x,, 2,,.. x,) en la forme equivalente et de 
meme determinant FA), A). -. A). Nommons 

Y(yo; Yırı- Yalı G(Y,, Biss Bi 
les formes adjointes respeclivement a f et F\, par la definition meme donnee 
ci-dessus des formes adjointes, on prouve tres facilement que l’on aura: 

nr “ 2 — Y P 7” ä 
IYo Yı +) = @F,Yı, Y), 

en posant: 


} 0 _ ayı 1 a Pyı r r . | ü AYn 
7 : 2 9 1 =,” 
Y, = & Yo +- Pyı Ta uYn 
En n ” na... 1 | sin)... 
Yr. = "y,+ß"y, + .. +49y,. 
Il suit de cette proposition que si dans la forme f l’on change seule- 
ment les n variables &,, ©,, .. x, en d’autres A, Al,,.. X,„, pour obtenir 


la transformation correspondante de la forme adjointe, on aura ä changer 


seulement les n variables y,, Ya, -. y„ en d’autres Y,. Y;. ... Y,. et re- 
ciproquement. D’oüu l’on voit quen changeant dans la forme adjointe les 


- 


n variables yı, Ya, .. y„ en daufres Y,,. Y;,.. Y,, par la transfor- 
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mation correspondante de la forme proposee, le coefficient de x; ne seru 
pas altere. 
Changeant au contraire, dans la forme proposee, la seule variable « 
en A par la substitution. 
2, = Atcanste!'n-+ .. a"), 
les substitulions correspondantes a faire dans la forme adjointe seront, 
Y=lfı-dyo» nY=l-eys :- “= .—-uo"y,. 
D’ou l’on voit qwen changeant, dans la forme proposee, la seule variable 
7, par la transformation correspondante de la forme adjointe ne seront 
alteres que les termes multiplies par y, et y,. 
Voici le resultat que j’ai obtenu au moyen de ces lemmes: 
„Nommons redurte une forme 
Be Mai a 
du determinant , telle en premier lieu qu’en faisant. 
1 Fe DA IE EL. 
- dA, Ä r 
on alt: 
n-4-1 
A<("yYD, B<1A, C<1A, .. L<iA, 


- 


telle encore que la forme adjointe a F, G(},, Y,,.. Y,), represente 
pour 4,0, elle aussi une forme reduite: si l’on sait ramener les for- 
mes d’ordre n a des formes @quivalentes reduites, on saura aussi ramener 
a des formes equivalentes reduites, les formes d’ordre n +1.” 

En eflet. lorsqu’on se propose de changer la forme donnee f dans une autre 


IN 


equivalente fi (X). X... ©„), au moyen de la substitution, 


» Mi 4 M | Gr 
IL, = OL, TAI, .» T Aue PR 
we u. Ynirt 

zo, = Pau +Pz,.- +P”z, 
- ' -f ! | " ! 
2 im rin. +: 


on peut prendre pour @, /, .. 4 des entiers queleonques sans commun divi- 
4 


. F . r . . y . 
seur, puisqu’on sera toujours maitre de delerminer les autres nombres Wi 


ee", 2". etc. de maniere que le determinant des (n--1)' coefficients soit egal 


a +1*). Prenons done pour «, 9... 4 les entiers sans commun diviseur 


*) M. Hermite avait ajoute a sa lettre la resolution la plus generale de ce pro- 
bleme publice depuis dans le Journal de M. Liowville vol. XIV page 21. 














Ws 
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par lesquels on peut satisfaire a l’inegalite 
n+I 
°, r u 1, 
f(a, P,..A)<(#)" YD, 
en nommant A le coefficient de «x, dans la transformee fi. on aura A 
I(e. ?,.. 4) et, par suite, 


n-+1 
4A (ı\ı" 
A< 3) yD. 
La forme f(z,, X, .. 2,) etant transformee dans la forme equivalente 
fixl,21,...2,), supposons en meme temps la forme adjointe af; Y(Yu» Yıs -- Y» 


» , . . 0. \ . r ! , \ . . 
transformee dans l’adjointe a fi, YılYu>» Yı» Ya, -- Y.). Faisons ensuite dans 


7 f 


cette derniere Y, = 0, et ramenons la forme d’ordre n, (0. yi, Y3» .- Y)- 
a une forme equivalente reduite, aux variables yı, v3. .. Y,. Supposons 
que par la m&me substitulion la forme g,(Y,, Yı, Y3, - . Y,) soit changee en 
(NV. Yı> Ya»: Ya), celte forme representera pour Y==0 la forme reduite 


d’ordre n. Transformons en meme temps la forme fi (&h, 77, -- ©), don! 
9, est l’adjointe, dans la forme £&(xi, AL, Ar, .. X,) dont l’adjointe est g,. 
De ce qu’on a remarque ci-dessus, il suit que par cette derniere transforma- 
tion le coefficient de x\,, A, ne sera pas altere. Enfin faisons 

2, — A, +m Am A, ..mÄ, 

wu Bm ya ha iu u 
et supposons que par ces substitutions fs et g, soient changees respective- 
ment en 

Fi Au Ben: A HE FE Fair» 

le coefficient de A, dans F' sera encore A et la forme @ representera en- 
core pour Y,—0 la reduite d’ordre n. Or posant 














of. h | 
A... LE 
or, 
oF . | . 
1 u AKIBEICH .. +. 
> oA, 
of, oF ß 
on aura — gs — et. par suite. 
nn { dx, X p: e. 


B=b-mA, C=c+mA4,.. L=1!+m,A. 


Donc, an,, ım;, .. m, pouvant etre des enliers quelconques, on saura les de- 


terminer de maniere qu’on ait 
BES. ii, 


et l’on aura ainsi satisfait a toutes les conditions. 
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Je remarquerai a present qu’etant donnes 

oF ’ . , gi 
vr et G (0, } 1» Eu .. } n) . 
O: 0 


en meme temps que le determinant D de F, on connaitra la forme 
Gh... I... Y,) et, par suite, F(X,, Aı,. .. X,). En effet, soit 
F—= X(AX-+- BA, + CK, -+ .-- +4LX,) 
+-X, (BX-+-BAXA,-+UXR-+..+LX,) 
-AK, CH, +CX+C"X,-+:.:. +L"’X,) 


ZEN IE 1, 


6 —= Y(A)Y-+(BY,-+-: (DV, 
+ (BY,+(B)Y, + -- +(L)Y,) 


. i r E24 AN ” me \ r 
+, (DV, - L)Y,-+ 2: Cu (L®)Y,). 


| 


on aura 


AA)+B(B)+C(C)+.-+LL) =D 


A(B)+-B(B)-ClC)+ +.) = 0 
A(C)+B(C)+C(C")+..+LL") = 0 


A(L)+B(L)+CL")- .. +L(Lr) = 0. 
Or etant donnes er et @(0. Y,. .. Y„). on connaitra 
Fr mE 7 ne 7 
et touts les n’ coelfficients (B’), (C) ete.. d’ou l’on deduira par les » dernieres 
equations, les valeurs des coeflicients 
(B), (C), er (L), 
et par la premiere, ZI etant aussi donne, celle du coefficient (A). On connaitra 


done touts les coeflicients de G(Y,. AR Y) et. par suite. ceux de 
EX. &..:%. 


Par ce qui precede on prouve aisement que les formes d'un ordre 
yuelconque attachees a un meme determinant, peuvent etre ramenees a un 
nombre fin: d’entre elles. Et d’abord il suit des conditions ci-dessus que 
les coefficients A, B, .. L ne pourront prendre qu’un nombre fini de valeurs, 
ensuite le determinant de la forme @(0, Y,, Y:, .- Y,), etant DA, sil 
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oO: 


s 
ad). 


est demontre que les formes d’ordre 2 d’un m&eme determinant peuvent elre 


'amences a un nombre fini d’entre elles, on n’aura pour chaque valeur de A 


qu’un nombre limite de formes @ (0, Y,. Y;... Y,). Or, par les nombres 
A,B,..HL et la forme @ (0. Y,. Y:... Y,). etant determinee la forme 
d’ordre n-1. F(A,,. Al, -. Ä,). ces formes aussi seront en nombre fini. 


Ainsi la proposition elant admise pour les formes d’ordre 2, elle sera demon- 
Irce pour les formes d’ordre 2-1. Elle est done vraie en general puis- 
qu’elle a lieu pour les formes binaires. 

Vous voyez, Monsieur, que j’omels loul-a-fait, le cas important oü 
on a A==0; mais cette eirconstance n'est point a considerer, lorsqu’on se 
propose seulement de poursuivre les rapports que jaai essaye d’etablir entre 
les formes quadratiques definies et les expressions designees ci-dessus par f. 
Les resultats precedents me semblent alors ouvrir un vaste champ de recherches. 
mais dans lequel je n’ai presque fait jusqu’ici qu’entrevoir une longue serie 
de questions et de problemes difliciles a resoudre. 

Convenons d’abord des notalions suivantes, savoir: 

f = fiw)flw,).. f(w,). 
en prenant: 
f(v) = po) + 2,p(w) + + +u0,y,(w). 
y;(w) designant la fonction a coeflicients enliers: 
4b; -+0;w -- +. + L;w", 
et les quantites &,, @,. .. @, etant toujours les racines d’une m&eme equa- 
tion irreduclible a coefflicients entiers et dont celui de la plus haute puissance 
est Yunite. Je considere ensuite (dans le cas ou toutes les racines sont 
reelles). la forme quadratique definie, d’ordre n--1, 
[= Df(w)+Df’(w)+--+D,.f(w,). 
ou D,. Di... D, sont supposes essentiellement positifs. En nommant 42 le 
produit des »\n--1) differences des racines ® prises deux a deux. ei 4 le 


B4 


determinant du systeme: 


# l, .. .- 


on trouvera pour le determinant de f l’expression: 
D = BRAND ENR 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 3. 36 
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Cela pose. faisons la substitution: 
oo = 0A, ta X, + .. +amX, 


LI, — BA, I } PA, nn . . oh p , X, 


i } 
‘ I 


1 An, - - WÄX, " Ze Sy IX, ° 
les coeflicients etant determines par la methode exposee tout-a-l’heure. de 
maniere a reduire la forme adjointe a f. En posant pour abreger: 


Po) = oe! glo)+ By (wow). +49 gp,(w) 
Fo EN Au, en ) ui X ch “) 71 ’ ” Bi X ch (o) “ 
\ #3 l l a | n n\ / 


la forme quadratique / deviendra d’une part: 
FF = D,F"(w,)- D, F"(w)+ -- +D, *(,). 
et la forme f, de l’aulre: 
S F(o)F'w,).. £w,). 
Or voici le dernier resultat auquel je suis arrive. et qui me parait appeler 
bien de recherches apres lui. 
les substitulions en nombre infini, correspondantes a touts les systemes 
possibles de valeurs des quantites D,,. D,. .. D,. ne conduiront jamais 
qu’a un nombre essentiellement limite de formes %. 
De la se tire aussi toute la theorie de la reduction des formes |. 
Je me suis prineipalement fonde sur la proposition suivante: 
Etant donnee une forme quadratique f d’ordre n-+1, de determinant D), 
reduite d’apres la methode ci-dessus, soient 
(a), (a), (a), .. (a) 
les coeflicients des carres dans la forme adjointe y, on aura d’abord. 


comme on sait. 


n—+1 
(n)ı _- 4\!in 
Ad J en a) ‚D, 


puis pour toutes les valeurs 2 = 1.2...n: 


\ # 


(a (a9) << u Drein), 
u etant un facteur numerique dependant uniquement de n el e. 
Je vais prendre les formes /ernaires pour exemple de la meihode qui donne 
ce resultat. 


Soit ar, + 2dba,n, +2ex,2,—- elc. la forme reduite donnee el 


Ayo (a) )Y+2)yyırrloyoy + O)yır: 
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son adjointe g, la theorie generale donne en premier lieu les relations: 


3 
a<()YyD, bis, ec<is; 
ensuite pour y,=—0, 4 doit devenir une forme binaire reduite. Cette derniere 


etant reprösentee par (a')yı+2(e)yıya-+-(a”)yi, son determinant. comme 
on le sait, est «D), on a donc encore: 
(a) <y(taD), (a)\a)<taD, (d)<L(a). 
Or des relations: 
'a\ | Brain 

ala)+b(b) +c(e) —= D 

a(b) - b (a) + C (€') — 0 

a(c)+b(c) -+-cla) = 0, 
on deduit sans diffieulte: 


O)<L%la”),. (db)(a')<aD, (c)(u")<aD. 


Donc, apres avoir multipli& les deux membres de la premiere &quation par (@ 
et divise par @, on oblient: 


(a)(a’)” <4D’-—-aDy(taD), 
et enfin, en remplagant « par sa limite superieure: 
(a)\(a'Y < FE. 


La propriet@ enoncee ci-dessus des formes reduites, qui m’a long- 
temps @chappe, donne lieu a beaucoup d’autres consequences que je suis force 
d’omeltre. Seulement j’observerai encore qu’en prenant pour point de depart y 
au lieu de f, et nommant a“ les coefficients des carres dans cette derniere 
forme, on serait arrive pour les formes ternaires aux relations: 


A 3 8 
a'<43yD, da'<(g)yD, aa" <asD, 


et on trouverait dans le cas general: 


n-+1 , n+1 
n - 1 l, ny = Br ri 
a)’ < (4 YD, Ma <uyD*, 


d’ou Fon tire encore: 
a ar) —y.D. 
Appliquons maintenant ces resultats a la forme quadratique: 
F NEN D,F'(w,) 4 D, F (W,, + = 2 D, F (W,)- 


dont le determinant a pour valeur: 


Dem Dr DER 
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Il est aise de voir qu’on aura: 
D,# (9) + D,#: (W) ++ D,#P!(w,). 
done en premier lieu: 
DD... D,.P,(w,) P}(w,).. Pi(w,) <a", 
d’ou: 
P,(o,)P,(w,).. P,(lw,) < u. A183, 


n 2 


ce qui reproduil une consequence obtenue precedemment. Secondement, fai- 


) 


sons abstraction dans a’, du terme D,P,(w,), il est clair qu’on aura: 


n\ 
D,D,...D,- Dir: D,.Pi(w,) Pi(w,)..D,(w_)P},(w,,).:$,(w,)< (a ))", 
done combinant cette inegalite avec la suivante: 

D,#:(w,) < a®, 
et posant pour abreger: 

Yo) = Piko). P,w)P,(0,).. P,(o_,)P,.(wı.1)-- P,(w,). 
il viendra: 
D,D,..D,P’(w,) < (a) (a®)<v.D. 

d’ou: 

ro) < vl. 

Or 7,(w) est, comme on le voit aisement, un polynome entier en wo. 
lwes diverses valeurs de ce polynome correspondantes aux diverses racines 
Don Din + D,, elant toutes finies et m&eme proportionnelles a 4.2', il en sera 
de m&me de touts ses coeflicients qui sont des nombres entiers: de la suit 
immediatement le resultat que je voulais obtenir. 


On peut mettre en eflet F(w,) sous la forme: 














: v- , Dn-ılw;) - P;(w;) 
F () D, v,, A, Per I A,_ı un . BER ....; f : u - . R - 
u D,(o;) | P,(w) 
ou bien: 
[er - w -ıW,) | r P;(w;) ! 
F' (N), = ch, WW} ) A, u. a u u 2 A, ——— , Me u s 
WD,(o;) W,(w;) 


Done toutes les formes f en nombre infini. qui correspondent a une meme 


valeur du determinant ./, peuvent &tre ramences par les substitutions prece- 





dentes a un nombre d’entr’elles essentiellement limite, car les combinaisons 
de toutes les valeurs enlieres possibles pour les coefficients des polynomes 


Y,(w) sont en nombre fini. Enfin ces dernieres formes qu’on peut nommer 


veduites. se represenleront elles-memes une infinite de fois en employant 
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successivement les diverses substilulions qui correspondent ä touls les sysiemes 
de valeurs imaginables des quantites positives D,. D,,.. D,. 

Dans le cas special des formes f que j’ai d’abord considere, pour 
demontrer Votre theoreme sur les nombres premiers 5a --1, on demontre 
lacilement que les polynomes #;(w) eontiennent touts en facteur le nombre N, 
c'est done uniquement de 42 que dependront les limites des coelficients dans 
les formes reduites. On entrevoit ainsi la possibilit@ d’obtenir, par exemple, 
tout ce qui se rallache ä la representation des nombres premiers 11n-1. 
par des facteurs complexes formes des racines onziemes de l’unilc, en operanl 
non plus sur chaque nombre donne, mais en general sur les racines de l’equa- 


tion 2" — 


Mais j’ai häte, Monsieur, de finir cette longue lettre, ou il n’y a plus 
place pour la theorie des fonctions ellipliques. Je n’ai pu jusquiei faire a 
mon gre cette recherche de ensemble des transformations de la fonclion ©, 
ni relrouver ce r6sullat si remarquable de la reduction du module y ä la limite 
e-"yi, dont Vous m’avez parl& dans Votre leitre. Oserais-je Vous deman- 
der quelques eclaircissements sur ce point? Mr. Borchardt, a eu la bonte 
de me mettre un peu sur la: voie pour deduire les propricies des fonclions © 
de la multiplication des quatre series Fer", mais je ne sais si je pourrai 
marcher bien loin. Permettez-moi, Monsieur, de Vous prier de me rappeler 


a son souvenir, j’ai entendu Mr. Sturm parler avec de grands eloges de son 


memoire publie par Mr. Lrouvelle. 

Ayez la bonte, si Vous le jugez convenable, de faire paraitre dans le 
journal de Mr. Crelle quelques uns des resultats precedents, j’essayerai ensuile 
de les developper plus completement. 

P. S. J’apergois a linstant que lalgorithme indique pour determiner 


les nombres entiers «, 9, .. A tels qu’on ait: 


n+1 
flo; ß, +4) > (4) ’D 
peut elre presenle d’une maniere bien plus precise. 

En premier lieu pour les formes benaires de determinant —D: „on 
ne peut objecler que les operalions conlinuent a linfini, car on verrait s’ollrir 
une infinile de quanliles @, a’, «@ etc. lices par les relations « > a’ > a” etc. 
et par consequent differentes. Mais a chacune d’elles correspondent deux 


nombres enliers a’, 9" 


‚ qui donnent p. ex. 


am) — aa LIE + A. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 3. 37 











278 25, Lettres de M. Hermite « M. Jacobi sur la theorie des nombres 


7 


Ces nombres sont essenliellement limites, done il faudrait qu’une m&eme com- 
binaison @, se produisit dans le cours du caleul une infinit@ de fois, ce qui 
conduirait a supposer egaux, contre ['hypothese, une infinite de termes de la 


. y „ “nn 
sulte 4, a, «@ elc. 


(m a,ım)\ 


Pour les formes fernarres: „designant pour abreger f(«”), A"), y")) 
par f”’, on voit naitre de la continualion du calcul prec@edemment proposc. 


une suite de quantites, f, f, f" etc. lices par les relations, 


ı 4 
bg . / ’4\3 . ze 4 3 17] 
f<rYta®DN), F<yYtäfDf) ete. 
Or on obtiendra la limite annoncee, des qu’il se presentera une valeur "zus 
egale ou superieure a la pröcedente f“”. En eflet, de 


FIT ET 
on deduit aisement: 
Per VD. 

D’ailleurs on ne peut admeltre, dans le cas d’une forme definie, que les ope- 
ralions se prolongent indefiniment, car les nombres «'”, 9), „(”) elant essen- 
liellement limiles, on verrait se reproduire une infinite de fois une meme 
combinaison de ces nombres enliers, ce qui ramenerail les m@mes termes dans 
la suite f, f", f", eontrairement a l’hypothese. Si la forme f est indcfinie, 
mais a coellicients enliers (seul cas dont j’aurai besoin plus tard), la m@me 
conclusion subsiste, puisqu’une suite de nombres enliers decroissante ne peut 
aller a linfini.” 

Pour les formes qualternaires. „Or ici se representent les memes 
consideralions que dans le cas des formes ternaires; des que le calcul con- 
duira a un terme f”'" egal ou superieur au precedent, on obliendra la 


limite annoncee, car de f"? —Z f" er f+D Ya" Df), on deduit: 
ff” <($)% D. D’ailleurs les operaltions s’arr@teront toujours, quels que soient 
les coelficients, si l’on opere sur une forme definie, et la m&öme chose aura 
lieu pour une forme möme indefinie, mais a coefficients entiers.’ 

(La continuation de ces lettres au cahier prochain.) 


Eee 





Berichtigungen in diesem Hefte. 
S.212 2.19 v. o. ist statt der 9 Wurzeln dreimal Ya, yYb, Ye zu lesen 
— 220 I v. u. sind (!—”?m) und (n—T) zu vertauschen 
228 ’v. u. ıst statt „„erste” zu lesen „zweite 


il 


229 Ib v. o. ist vor be a” einzuschalten: „5b so wie’ 








279 


26. 
Extraits de lettres de M. Ch. Hermite aM. Jacobı 
sur differents objets de la theorie des nombres. 


( Continuation de ces lettres au cahier precedent. ) 


Deuxieme lettre. 


P ermettez-moi de venir encore Vous soumeltre ce qu'il m’est arrive 
de rencontrer sur la theorie des formes quadratiques. depuis la derniere fois 
que jai eu l’honneur de Vous eerire. J’avais ebauche bien a la häte, dans 
ma lettre. la demonstration de cette propriete generale des formes de mä@me 
determinant, de se laisser distribuer en un nombre fini de classes; depuis j’ai 
ete amene Aa une methode de reduction plus simple et surtout plus analogue 
a lalgorithme de Lagrange pour les formes binaires. Soyez assez bon. 
Monsieur. pour me pardonner, s’il m’arrive ainsi de Vous entretenir de choses 
que je n’ai pas encore suflisamment müries; en presence d’une theorie d’une 
immense eiendue, je cede au plaisir de Vous communiquer quelques resultats 
places a l’abord de questions difficiles et qui peut-elre seront au dessus de 
mes forces. Ainsi me suis-je borne, comme application de ma nouvelle me- 
thode de reduction, a calceuler les formes definies reduites de determinant 1. 
a3. 4, 5. 6. 7 et 8 variables, et j’ai trouve comme dans le cas des formes 
binaires, une seule classe. representee par une somme de 3, 4, 5, 6. T et 8 
carres. L’idee principale de cette methode consiste dans l’introduction de 
certaines formes liees inlimement, comme je suis parvenu ä le reconnaitre. 
aux formes adjointes de Mr. Gaufs, mais qu'il me semble indispensable de 
considerer d’une maniere explicite. En representant par 


E » [2 ‚y® [3 —_- ji 3 = 
TKX0s Lıs Lay En) En =, Ad 


0 0) 


FE 


sous la condition: 
7 Füsse ad, TB) 


une forme quelconque d’ordre n-+1 (e.ad. a n-; 1 indeterminees). je les 
definis de la maniere suivante: 


n n 
s . B % mm ir, Zur .Y.Y 
IY Ye Ya) Sb, Yi) 
l i 


ı9 
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en prenanl: 
b;; — 4,04, ;— U ;%,;;> 
et voici le theoreme auquel elles donnent lieu. 
Si la substitution 


7 —— A, - M, Ä, -1 M, Ä, - ee N & M, Ä, 


z, mA mA + + mX, 
(1. A n,Ä, 4 N, Br er Rn Ä, 
\ L, — r, Ä, H L; A, = ee + l, = 


I) 


change f{&,,2,,..x,) en F(A,, Ä,,.. X,„), ennommant F|Y,, YF:,.. Y,, 

la forme d’ordre n deduit de F, comme g l’est de f, on aura 
I | Yı > Ya, .. Yn J _— Gr ( pP bo RR .. 4 ) 

en posanl 

Y=mıı tm, + .-+m!Y,. 
92 |, 2 _ n, f | N, B; R| ..- n, Y, 
(*.) 

m — L, Y, t; F, = ne u L, Y, . 

Pour abreger, je nommerai g, la forme deriwvee de f, et(2.) la sub- 
stitution derivee de (1.). On trouve aisement, que g est definie et positive. 
si f est elle-m&me definie et positive, que le determinant de g est: 

= re, 
D etant le determinant de f, et enfin que l’equivalence de f et F\, entraine 
celle de g et @, la seule condition pour cela &tant que le determinant relatif 
aux equaltions (2.) soit en valeur absolue, l’unite. 

De la, se tire une consequence importante; concevons que la substi- 
tution derivee soit prise de telle sorte que @ devienne une forme reduite de 
son ordre, les coefficients. M,. WM,. .. M,. resteront encore arbitraires: or 


je dis qu’en posant: 


F( A, “ 4 . A, yo. A,) an S; 2; R,; Ä; A, s 


on pourra les determiner de maniere a remplir la condition: 
A, a ER 
pour 2— 1,2,..n. Üela resulte en effet, de la valeur suivante: 


A, 


M. dv 7 Im, / m - n; 4.2 ur nu [A 1/7 n* 


ns 
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qu’il est facile d’obtenir, et on a d’ailleurs @,,— A,,. Il est essentiel d’ob- 

server qu’au lieu de «,., qui se conserve en passant de f a F, on aurait pu 

employer, dans ce qui precede, aussi bien, l’un quelconque des coeflicienis «,,, 

des carres des variables. Soit done pour plus de clarte g, la forme derivee 

composee avec ce coeflicient, on pourra enoncer la proposition suivante: 
Toute forme 


f — >>ua r; 


» 


7 Bu 
peut etre transformee en une autre Equivalente: 

f m Zi ,;8,8;. 
telle qu’ayant p. ex. 


’ 


d = dd 


U, u U. 


la derivee g, soit une forme reduite de son ordre, et que la condition 


! Be ' 
7 FF u 2U,,us 


soit remplie pour toutes les valeurs de 2 autres que = u. 


C'est la dessus que se fonde l’algorithme de reduction des formes de- 
finies, quelle que soit la nature de leurs coeflicients, entiers ou irrationnels, mais 
voici d’abord le but des operations. Supposons que precedemment, on ait choisi 
pour a, „le plus petit des coeflicienis a,;;, deux cas peuvent se presenter; ou 


bien a’ 


U, U 


— 4, ,„ restera encore la plus petite des quantites «; , dans la trans- 


' 


formee f’, ou bien il s’offrira un autre coefficient «/,. „<.«, ,. Or dans le 
premier cas, toutes les autres conditions etant d’ailleurs remplies, f’ sera ce 
que je nomme une forme reduite. Mais si c’est le second, qui se presente. 
on poursuivra les op6rations en partant de f’, comme tout-a-l’heure en partant 
de f, et en general, on deduira successivement les unes des autres, une suite 


de transformees: 


» 7 " vg 
E f; I; EZ u 
toutes @equivalentes et telles que 
' 7 (k) 
U us Au, u') An, ar; . . @ ch uk 


designant respectivement les plus pelits des coellicients: 


N 7 (k) 
4; i® d; is d;; b) ER u;; “ 
on ait: 
ren " —_ 
7 u D du, u Br A un, ur oo. a Gh, uk) 
‚ -_ Z wo (k) _- „(bh 
Gui B> " 2 Usa - Ays,i . 2 Au, u") . . @ (k-ı),; Pi @(k -. u k 1 “ 
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et que d’ailleurs les diverses derivees 
„ (k) 


Inn Yun Ian + Ja 
soient des formes reduites de leur ordre. 

Or je dis qu’un tel systeme d’operations ne peut se prolonger a l’infini. 
et qu’on obtiendra n&cessairement une transformee 

 — Ss2N. ‚LK, 
devant etre consideree comme une forme reduite. En ellet, partant d’une 
lorme definie f, les quantites @, „, 4,. „. seront des valeurs de f, en sup- 
posant aux indeterminces de valeurs entieres, et l’on ne saurait former qu’un 
nombre limite de ces valeurs restant toujours inferieures a un certain maxi- 
mum, done on ne peut admeltre "hypothese d’une infinite de quantites de cette 
sorte, continuellement decroissantes, et par consequent inegales. 

Je vais maintenant faire voir que touts les coeflicients A; ;. d’une forme 
definie reduite 5, ne peuvent exceder certaines limites, qui dependent du de- 
terminant et du nombre des indeterminees. Pour cela il faut d’abord etablir 
la condition suivanle: 


KR A, U, 2. p)| j (dire DD 


qui est l’extension d’une relation obtenue dans la theorie des formes binaires. 


n,n 


Supposons qu’elle soit admise pour les formes reduites d’ordre n, et 

desienons par ex. par U,, le plus petit des coefficients U; ,. la derivee 

® = 3.2 29;,,2;2, 

1 l 
etanl une forme reduite de cet ordre, ei son determinant ayant pour valeur 
D, = 4, D, 
on devra avoir: 
3) Bur-Bar-Ban- : Bun < HDD. 
Or la valeur generale 
(4) BB, = UoU;— U; A,; 

donne lorsque les deux indices sont egaux: 

dB; = W-A; Ui; 
de sorte que les quantites positives B,, peuvent eire considerees comme les 
determinants changes de signes, d’autant des formes binaires (U,., A,;, A;;) 


toutes reduites. car on a a la fois 


As u U; el A; - ı1U,0: 
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done on peut poser 


Au A; a 43; ;; 
de la on conelut, l’inegalite subsistant pour toutes les valeurs de >: 


wir, A Br Br - - sr 
el enfin d’apres la relation (9.): 
UA Ar Ann BD. 
Cette condition est par la demontree dans loule sa generalite puisqu’elle a lieu 
pour les formes binaires. 

Comme consequence immediale, on voit que les quanlites U;;. U,,; son! 
necessairement limitees, et il en est de m@me encore du determinant D), de 
la derivee, qui a pour valeur: A), D. Cela pose, admettons que les formes 
reduites d’ordre » aient touls leurs coeflieients limites, je dis que la meme 
chose aura lieu pour les formes d’ordre n--1. En effet. toutes les quanlites 3 
devront se trouver finies, donc d’apres la relation (4.) qui donne: 

DB; tb. U, 


1, = 


A 





il en sera de meme en general pour U;,. Or la proposition a laquelle je 
voulais arriver, resulte immediatement de la, puisqu’elle a lieu pour les formes 
binaires, et dans le cas de coefficients entiers, elle donne ce theoreme: les 
formes definies ou indefinies reduites pour un determinant donne. sont en 


nombre fini. 
Maintenant, voici une remarque essentielle pour l’application des prin- 


cipes precedents au calcul de ces formes. 
Soit toujours ZI le determinant donne, et 
5 = 2 ,v;%, 
"une quelconque des formes definies reduites pour ce determinant, la relation 
AA dr: - un < redD 
donne d’abord la limite 
U, N (4° yD 


pour le plus petit des coefficients W;,;. Soit encore 
6 = 3>2 


L; L, 


7 


la derivee reduite, composee avec ,, et dont le determinant est 


n—1 
D, — Au D. 
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En designant par 3, „ le plus petit des coefficients ®,;. on aura de meme 


Du, < HP yYD.. 


Mais d’apres ce que j’ai observe ci-dessus, B, „ peut &tre considere comme 
Ie determinant change de signe de la forme binaire reduite (A, As „, A 
done on aura: 


M,4u/® 


L . S] A, } est pair: D, u > AU. — 49,0) ou >> 1 %Uo > 
2. si A,, est impair: B,,. > aa oo—1 Ir, 


Or en general, soit I, ©. N, R, etc. la suite des formes d’ordre n--1,n, 
n—1. n —2, eltc.. qu’on obtient en prenant, pour &, la derivee röduite de 5. 
pour N. la derivee reduile de &, pour NR, la derivee reduite de R etc. 
3, &, DO, ete. les plus petits coelficients des carres 
de variables dans ces formes, et D. D,. D,,. D., etc. leurs divers determinants. 
On aura d’abord: 


D,— WD, Dı = BD. Da — ©€"D,. etc. 


puis on obtiendra la serie des limites HEBEN 


Nommons respeclivement A. 


nn n+1 
| R 2" | D. R ’ ” (4) s(r—1) D,. $ i 5 (KU =1 YD. “ etc. 
el suivant les deux cas. lune ou l’autre des limites inferieures suivantes: 
9 _>?2, >73, D>30E, etc. 


B > W-LAN), CE >B— 4(B—-1), D>E— (4E—1)), etc. 
L’exemple des formes de determinant 1, que je vais traiter. montrera 
l’utilite de ces formules. Dans ce cas on a en general: 
A < N", 
ainsi depuis les formes binaires jusqu’aux formes quinaires inclusivement, 
42, done A == 1, et depuis les formes a six indeterminees jusqu’a celles 
qui n’en comprennent pas plus de huit, A>3, done A=1 ou Y\=2. Or 
on va voir que cette seconde valeur doit etre rejetee. 


Considerons d’abord les formes a s2.r indetermindes. on trouve: 








1°. pour A la limite superieure: (4)? —=2,05.., done A=2 

2°. pour B id. 4)y2 = done B=3 
. j 3 e 

3°. pour ® id. (4)? y2?3°)—=17,01.., done E = 


Il est inutile d’aller plus loin, puisque I valeur de E, est en contradielion avec la 


limite © > B’— (4/8 —1))’, il faut done exclure deja dans ce cas la valeur \—2. 
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Passons aux formes a 7 indeterminees. il viendra 


1°. pour A la limite superieure: (4) — 2,36.., done A=2 
% Ö 4 x “ 

2°. pour B id, (4)?Y2° — 3,65... dono 8 =3 

3°. pour GE id. (412°) = 7,50.., done &E=7; 


pour la m&me raison que precedemment, A=2, doit encore etre rejete. 


Enfin le cas des formes a S indeterminees donne 


1°. pour A la limite superieure: (= 2,73... done A >) 
7 

2°. pour B id. (4) y2° : 4.29 .., done ® 1 

3°. pour & id. 47 y2.2)—= 13,03... done CE = 13 

y F, . eur En 

1°. pour D id. (7 y(.4#.13%) =127,4 .., done D = 127. 


la valeur obtenue pour OD esi en contradiction avec la limite inferieure 
&— (4(&E —1))’ = 133. Done, comme dans les cas precedent, il n’existe que la 
seule valeur A = 1, et voici maintenant, les consequences qui s’en deduisen! 
En premier lieu, pour toutes les formes definies de determinant 1. 
dont le nombre des indelerminces ne surpasse pas S. la derivee reduile a 
encore l’unite pour determinant. Soit done 
5 = 371; te ZB, 

une forme et sa derivee reduites, toutes deux ayant l’unite pour determinant. 
Admettons que pour les formes &,. dont l’ordre est inferieur d’une unile. on 
at B,;,—1 et B,,—=0 lorsque ? est different de J, les deux conditions 

Al WHY, 
donneront d’abord, Y,;=0, et l’equation 

BB; = UA; — U, 
conduira successivement, pour ?—j7 et 2 different de j, aux deux valeurs: 

ae el 
Or les formes definies binaires reduites, offrant la seule classe =’ -+ y’ de de- 
terminant 1. on en conclut que pour les formes ternaires, quaternaires, etc. 
jusqu’a celle de huit indeterminees, il n’existera pareillement qu'une seule classe 
representee successivement par une somme de 3, 4, ... 8 carres. 


Je n’essayerai pas, Monsieur, de Vous developper encore d’autres ap- 


plications particulieres de ma methode de reduction. Au reste les formes 
reduites auxquelles on est ainsi conduil, pour un determinant donne, n’offrent 
plus ce caraclere propre aux formes binaires, de ne pouvoir eire @equivalentes 
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entre elles. a moins d’elre identiques, aux signes pres de certains coefficients; 
seulement on peut demontrer que la limite du nombre des formes reduites 
equivalentes ne depend que du nombre des indeterminees, et nullement de 
la valeur particuliere du determinant. Mais permeltez-moi, Monsieur, de revenir 
un instant sur les eirconstances remarquables, auxquelles donne lieu la re- 
duction des formes dont les coeffiecients dependent de racines d’equations alge- 
briques a coefficients entiers. Peut-etre parviendra-i-on a deduire de la, un 
systeme complet de caracteres pour chaque espece de ce genre de quanlites, 
analogue par exemple a ceux que donne la theorie des fractions conlinues 
pour les racines des equalions du second degre. On ne peut du moins faire 
eoncourir trop d’elements pour jeter quelque lumiere sur cette variele infinie 
des irralionnelles algebriques. dont les symboles d’extraction de racines, ne 
nous representent que la plus faible partie. lIci comme dans la theorie des 
transcendantes, il a ete facile de !rouver a une longue suite de notions ana- 
Ivliques de plus en plus complexes, une origine commune, une definition unique 
et complete. ou n’entrent que les premiers elements du caleul; mais quelle 
täche immense, pour la theorie des nombres, et le calcul integral, de penetrer 
dans la nature d’une telle multiplieite d’etres de raison. en les classant en 
oroupes irreduclibles entre eux, de les constituer tous individuellement. par 
des definitions caracleristiques et elementaires? 

l’exemple le plus simple auquel puisse s’appliquer ma methode de 
eduelion. est celui des racines cubiques des nombres entiers. En designant 
done par «@ la valeur reelle, et par 5 et y les deux valeurs imaginaires 
de y4, on sera conduit d’apres le point de vue auquel je me suis place, a 
reduire pour tontes les valeurs de la quantite 7, croissantes depuis zero jusqu’a 
l’infini. la forme ternaire 

N, 


f’ f » iz > Br » | “ au = >27 BE Mr Pe .ö Aytıy 
/ (d a) ax) 1a 7) Fa) /) wid 


dont le determinant D= | 4A. Soit dans !’'hypothese d’une valeur donnee 


- 


% 


queleonque de ./, que je representerai par 4,, la substitution correspondante: 
x —= mAÄ+-nY-p»Z 
y= mMÄ-nY--pyZ 
s—mA+n'Y-p'Z, 
en posant pour abreger: 
Me) =m+am-- am No) =n+on- on” Pla) =p- ap — ap" 
NMa=m+Ppm-- Im’ NA) =n-+Pn+Pn" Pip)=p-+Pp-+Pp" 


zZ 


M(y)=m yın 4 ym N(y) —Nn- yn tn” P(»\ — p + yp' RN vp, 


/ 7, 
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f deviendra: 
F = (AXAM(a)+YN(o)-+-ZP(e))' 
A(XMB)-- YN(B)-- ZP(B )\ (AMY) + YN(y)-+ZP(y)). 
Soit encore 
(M—= M’(a)+ANM(P)Miy 


(1.) N: N"(e@)+AN(P)N(y) 
14 — = P'(a)- AP (PB) P(,). 


on aura d’apres le caractere principal des formes definies reduites: 
MRP<(4’D ou (4A). 
d’ou en supposan MN<HY: 
2) M<(AAN, MR<(AAN, MWY<(AAA 
Or de la resultent plusieurs proprietes essentielles que je vais d’abord etablir 
En premier lieu, le nombre entlier 
2 = M(a) M(P)M(y 


verifie la condition 


car d’apres la premiere des equalions (1.), le produit des deux facteurs M(«). 
IM(5)M(y) ne peut depasser son maximum 3MyAM), d’oü se tire la 
limite indiquee. 

Secondement, les deux polynomes ä coefficients entiers, savoir 

P(o) = N(e)M(P)Mky), (a) = P(«e) M(P)M(y). 
qui sont respectivement de la forme 

$(e) = y-aogy—aig", Flo) = vtaWtaew", 


ont de m&me leurs coelflicients limites. En effet, on a d’apres les relations (1.): 


N (0) - %. AM (9) M(y) << M. 
done 
Ab(a) < MN. 


et par la seconde des &quations (2.): 

P(ae) < 44, 
et on aura de meme: 

Pla) < 4A. 
Soit ensuite, puisque 5 et y sont deux imaginaires conjuguees: 

Ay-1 


DIN 2 it um —f /—1 
$(P) = oe cn I DE 7 7 u 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Hett 4. 39 
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deu 


el 


36, 


Lettres de { 


seeconde des 


en conelul 


tire ensuilte de la 


on obtiendrait des limites 
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semblables 








0 P(P)BlY) = NMP)NyY. Me) MP) My). 
equations (1.) donne d’abord 
4.NP)NY) <N, 
premiere, 
2 6 A) zu N € 72 
M IM(P)M(y) < AM, 
la limite 
0 24. 
en designant par & et n des quantites comprises entre 
-1: 
PD (a nen 7 op" op" 4A.: 
<D P)J=% - Py' i v} p" 2A.n.edV- | 
b) 6 u) Ef ie 
by) = yH+Yp+rY" = 2An.e, 
34 4A (e-+ncos0), done 9 <A 
3 3 
3 4yA’(e--ncos(d--3n)) p < $yA 
3 9 
‘ 7 ne / 2 r\ ee [4 
3% 4yA(e-+ncos(W—3n)) p < $yA, 


pour les coeflicients du polynome %, 


lesquels donnent lieu d’ailleurs a la condition remarquable: | 


! 2 
G ip Fu 


ww —= +82. 


Celä pose, d’apres toul ce qui vient d’etre &labli, nous representerons 


la transformee deduite de la substitution effectuee dans f, non plus par #', 


mais par 


gue 


ou bien: 


j eerirai 


— %, forme @videmment reduite en m&me temps que F ei 























M? (a) 
ainsi: 
ee 
re) 
(X er Ze) | 
(2 2 yı ie zyx+2@rY- = 2) 


@)\ 
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Or, 4 croissant d’une maniere continue ä parlir de 4,. nommons,. 4,. JI,. 
A, etc. la serie des valeurs auxquelles viennent suecessivement correspondre 
des formes reduites distinctes, T. 3» 9, 9 elec. Toutes ces formes seront 
comprises dans le meme Iype que 'y., mais on peul concevoir que une quel- 
conque d’entre elles soil oblenue au moyen de la precedente, en y introduisant 
la valeur de 4, a partir de laquelle elle cesse d’etre une forme reduite, puis 
lui appliquant la methode generale de reduction. En procedant ainsi, le calcul 
relatif a la serie entiere des valeurs de 7, est ramene A un nombre limite 
d’operations. En effet, le nombre enlier design d’une maniere generale par 42 
et les coefficients entiers des polynomes & el 7, ayant des limites finies, 
on arrivera necessairement a deux valeurs de 7, 4; et 4,, auxquelles cor- 
respondront deux formes, %;, 5. qui representeront absolument la meme 
combinaison de ces quantites. Faisant done croitre 4, dans %;, a parlir de 
la limite 4, on verra se reproduire. dans le m@eme ordre, les divers termes 
ad,, et 
jusqu’a la limite extreme des valeurs de /, l’ensemble des formes reduites 


Sizıs Saas -: de la suite obtenue pour le premier intervalle de 4; 
sera celte serie d’un nombre fini de formes, reproduite une infinite de fois. 

En la considerant d’ailleurs dans l’ordre inverse, elle offrirait le resultat 
d’un systeme d’operalions ou l'on aurait fait decroitre la quanliie 7 d’une 
maniere continue depuis I, jusqu’a 4;; Vensemble des formes correspondantes 
aux valeurs indefiniment decroissanles de ./, sera done encore la meme suite 
prolongee a linfini dans un sens oppose. 

Si ce n’est pas trop presumer de Votre indulgence el que j’aurai reussi 
a Vous inleresser un peu a ces recherches, je m’estimerais bien heureux, de 
Vous adresser encore ce qu'il pourra m’arriver de rencontirer dans la meme 
voie. Apres avoir prouve que les proprieles precedentes sont caraclerisliques 
pour ies racines de toutes les @quations du 3° degre ä coellicients enliers, je 
me suis arrele a quelques recherches sur l’equation M(e)Mp)M(y)=1 
dont je pense obtenir la solution complete. Mais je desirerais surlout pouvoir 
Vous soumeltre un travail sur les @equations modulaires, dans lequel j’ai etabli 
une proposilion enoncee dans les oeuvres posihumes de @alors, imprimees 
dans le journal de Mathematiques, et qui consiste en ce que les equations 
modulaires du 6°, 5° et 12° degre, peuvent etre abaissees respeclivement au 
>, 7° et 11° degre. Je me suis propose en meme temps de retrouver ces 
relations si singulieres que Vous avez le premier decouverles, entre les racines 

39 ri 


U 
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NM, M', M, de l’equation F'(Ak, M) = 0, mais je n’ai pu y reussir malgre 
Ious mes ellorts. Ües premieres proprieles d’irrationnelles algebriques non 
exprimables par radicaux, me paraissent du plus grand interet; comme les 
proprietes des racines des &qualions relatives a la division du cercle, elles 
serviront de point de depart pour penetrer plus avant dans la theorie generale 
des equations. Ne publierez- Vous done pas un jour, Monsieur, les principes 
si caches qui Vous ont conduit ä ces beaux theoremes? Il me semble que 


ce serail encore une voie nouvelle que Vous ouvririez aux recherches des 


geometres, dans une des theories les plus vastes et les plus difliciles. 
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Troisieme lettre. 


Je dois a l’obligeance de M. Borchardt, d’avoir recu Volre derniere 
lettre qui m’a ei& bien precieuse, en portlant a ma connaissance l’ecrit de 
M. Gauss sur les formes quadratiques ternaires. Permeltez moi de Vous 
remercier aussi de toutes les aulres indicalions que Vous avez eu la bonte 
de me donner, mais dont mon ignorance de la langue Allemande m’empeche 
malheureusement de profiter comme je le souhaiterais. Ü’est M. Borchardt, 
lui-meme, qui a bien voulu me traduire larlicle de M. Gauss, mais jusquwiei 
je n’ai pu trouver personne pour me conlinuer le möme service el. a mon 
grand regret, je reste completement etranger aux Iravaux de M. Arummer, 
sur les nombres complexes, qui m’interesseraient vivement. 

Comme Vous le savez, Monsieur, le but de mes premieres recherches 
avait Ele d’examiner le nouveau mode d’approximation que Vous avez donne 
en etablissant l’impossibilit£ d’une fonction a trois periodes imaginaires. Ce 
n'est que long-temps apres que j’ai vu comment celte question, et une infinite 
d’autres du möme genre, dependaient de la reduction des formes quadraliques. 
Mais une fois arrive ä ce point de vue, les problemes si vastes que j’avais 
cru me proposer, m’ont semble peu de chose a cöle des grandes questions 
de la theorie des formes, consideree d’une maniere generale Dans cette 
immense &elendue de recherches qui nous a el&e ouverte par M. Guuss, "Algebre 
et la Theorie des Nombres, me paraissent devoir se confondre dans un meme 
ordre de notions analyliques, dont nos connaissances acluelles ne nous per- 
mettent pas encore de nous faire une juste idee. Peut-etre, cependant, doil-on 
entrevoir qu'il apparliendra a cette partie de la science, conslituee ainsi sur 
ses veritables bases, d’offrir le tableau de tous les elements, en nombre fini 
ou illimit&, dont dependent les racines des &qualions algebriques, separes en 
types irreductibles et classes suivanl leurs rapports naturels. 

Je ne sais si jaurai reussi a faire un premier pas vers un but si 


eloigne, en donnant une methode pour la reduction des formes binaires de 
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degre queleonque *). J’essayerai plus tard de poursuivre, sous ce point de 
vue. les consequences des resultats que j’ai obtenus, mais jusqu’a present, j’ai 
ele plutöt preoccupe de la recherche des prineipes propres a la reduction des 
[ormes les plus generales composees d’un nombre quelconque de variables, 
question capitale el qui peul-elre sera bien au dessus de mes forces. Voici 
neanmoins sur ce sujet un premier theoreme destine A presenter, dans le sens 
le plus etendu, la nolion des formes adjointes de M. Gauss. 
Soit 
(1.) A — (2, 2 sc 3 | 

expression generale d’une fonction homogene du zn“ degre an variables. Faisons 

n Ba... BE zuia; dX ’B 

(2.) da” Yıs dr, = Yn .. Pr LT 
par Felimination de x, %ı, . . X,„, on arrivera ä une equation 


n 


II (X, Yı Ya» u 3 ) _—— 0. 


n, 


Cela etant, les coellicients des diverses puissances de Ä seron! ce que j’ap- 
vellerai. les formes des divers degres adjointes a f(x, X, .. &,), el je 
les designerai generalement, en supposant egal a l’unite le coefficient de la 
puissance la plus elevee de A, par 
Y(Yıs Yas :» Yn)- 
Or on aura le Iheoreme suivant, comme consequence immediate de la defini- 
tion qu’on vient de proposer 
La fonction homogene f(&,,%;, .. 2„) devenant F(A,,A,,.. A,), par 
la substilution 
= aA ÄKh+.. 4A, 
5,A, +5,84 -.-+5,X, 
r, = IA HL, +. +1A,, 
si l!’on designe par @ la forme adjointe, composee avec les coefficients 
de F\, comme g est REN avec les coellicients de f, on aura 


Yen Wen, B,.: N). 


en prenan! 


1} 
Il 


Rh, = a Yı 1 Ya A —ly. 
V. — 


Gy tby+. +by, 


Y. = ayı+b,yp+ .- +ly.- 


*) (relle Journal t. \\AVI p. 357 
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Mais il importait surlout d’obtenir le resultat general de l’elimination des 
variables 2,, 23, . . &„, entre les equations (1.) et (2.). Voici comment on 


peut y parvenir. 





Soit 
; (x, 9, +2r.9:. +... +80. Vn)” 
( ons X 2... 2... ze.) — —- rar +++ Te ne 
/ f(Xı, % mm 
une nouvelle fonction homogene du zu“ degre de x. &u, .. x,; Jobserve 
qu’au moyen des equalions proposces, les suivantes ont lieu. savoir 
oe —= u 
el 
de de de 
Eee, u. Bee 
dx, An dx, 


Elles se reduisent en effet a des identites. en mettant ä la place de A, d’une 





part, ei de Yız Yas » - Ya; de l’autre, leurs valeurs en &,,. &. .. x,., telles 
que les donnent les @quations (1.) et (2.). Donc la question est ramence A 
l’elimination de &,, 2, . . X, entre les equalions homogenes: 
de de dp 
r Tr 0, bu —— 0. % r - VD. 
dı, dx, | dh 


car l’equation 90 rentre dans celles-la, et on peut l’omettre. 
Ainsi, representant la forme f, par la somme des valeurs du produit 


aha... A, 
l 2 


el,ucch 


C 
n 


lorsqu’on atlribue aux quanliles 2 tous les systemes de valeurs entieres el 
posilives qui verilient la condition 

u t& ++. 4:2, = m, 
et designant par 


5 =, 


la relation entre les coefficients A qui resulte de l’elimination de &,, ©... x 
entre les @quations 

df df df 

KB pen an 0. / — 0. . . / - _ 0, 

da, | dx, 


on aura le th&oreme suivant: 
L’equation 
II(X, Yı» Y2s +» Yn) a 


s’obtiendra, en remplagant A, ,  , dans 


IFTIETS 


= 0 
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par 
2 ‚An 
OR) 35 . Ad N, Pi 
A D A ; N ns (2ı» I) .. , - rd 
4 nr n \ / m l 


2%... 2,) elant le coeflicient numerique de yı'y3 .. y,‘, dans le deve- 


n 


loppement de la puissance polynomiale (y,—-ya+ -- +y,)”. 


On observera seulement qu'il y aura lieu de supprimer comme facteur etran- 
ser, une cerlaine puissance de Ä, ce qui n’altere en rien la forme analytique 
du resultat que je viens d’obtenir. 

L’application aux formes quadratiques est bien simple. La forme pro- 


posee elan! 





4 Tr » B 
f __ Pe | | ! Ad ;d 3 
l l 
sous la eondition ordinaire 
dt; ,;, = A, ;s 
la forme adjointe g, sera 
Mm Zu 
FR % u 
g — un Y :Y 9 


N f j da; ; ü 
/) etant le determinant de la forme f. 
Je prendrai encore comme exemple, les formes cubiques binaires: 
f = au’ + 3brry--Icry’- ey. 
Dans ce cas, l’expression designee par 5, coincide avec le determinant unique 
de la forme, tel que je l’ai obtenu dans la theorie de la reduction, et le 


eoefficient du second terme de l’equalion en A, donne la forme adjointe: 


| (8 23 daS 2.1 IB... 1% >) 





e = eylZyr12 
x \da db > de de » 
° ‘ ' ‘ ’ y IN , 
I (ue 3bce + 2c’) 0? — 3 (ace — 2b?e —- be’) ey 
N ı \ h 


3(2ac’ — abe — b’e)ay” — (Zabe — de — By}. 


Ein eludiant celte forme que je trouve dans un des memoires de M. Kaisenstern, 
jai reconnu qu’elle se deduisait de f, en y remplagant les variables par les 
deux expressions lineaires: 

dd do 

dc ’ dy j 


$ etant lexpression quadratique: 








(ac — 6‘) yv— (ae — be).cy - (be — ce), 
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consideree encore par M. Küsenstein, et par moi-meme dans la note du 


journal de M. Ürelle, sous la forme: 


Et > \2 / IE, 23 ) N 
vr) — — Ar ii; 9 mn > - A - - ) — y 2: 
yı / | (/ ) "a Y Ad } 7 0) ) JA je 


i a 2 . 
\ [84 BEE ERR [ ) J \ ) 





a, 9, y elant les racines de l’equalion, 
ac +3br’+I3cer+te —=(. 


Maintenant, Monsieur, je reviens a la theorie des formes quadratiques. 


’ I 


pour essayer de Vous completer quelques points de la derniere lettre que jai 
eu lP’honneur de Vous eerire. Et d’abord, j’ai dü reconnailre que ce qu’on 
devait se proposer avant tout, dans la theorie de la reduction, &tait de de- 
couvrir les valeurs entieres des indelerminees pour lesquelles une forme definie 
donnee, etait /a plus petite possible. De la en effet, se lireraient les conse- 
quences suivanles: 

1°. En cherchant la serie des menzma de la forme binaire 


x” 


(Y — ar) - YI b) 


pour toutes les valeurs positives de la quantit& .7 croissant d’une maniere 


. r , .. » * . . “ YV f} . 
continue de zero a linfini, les diverses fructions — representeraient 
pi 


lensemble des reduites de la fraction continue equivalente a a. 


2°, En eherchant de meme la serie des wenzma de la forme ternaire: 


9 , N; 
4(2— ar) -—- B(y—ba)- ri 


ou A et B sont deux quantites positives quelconques, @ et 5 deux quanlites 


» 


i ' . Rq Y . n R r 
reelles, /oufes les frachons —, —, aurarent ce caraclere essentiell quen 
ö Re > 


cho:sissanl un denominateur x, moindre que x, deux autres fractions, 


nr 


nv Ad ‘ r . 
— , =2, donnerarent necessairement: 
EX I 


W 


A(z,— ax,” +-B(y—bz) > Az—ar) -+B(y—be). 


Car si cette inegalite n’avait pas lieu, l’expression 
WE 


A(2,— ax)” + B(y,— ba, + 7 


serait moindre que 


2 


} \2 | L N\2 | E R 
Az — ax) 2 B(3 — ba ) Tu 


done cette derniere ne serait pas, comme on l’a suppose, un manmmmın. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 4 40 
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Cela etant, si l’on observe qu’on peut toujours faire: 


3 
014 u ( 2AB 


A(z — ar) + B(y— bi)’ + — < Yl 
\ , | () / | A “ 


A 
ei A [ortior:: 





3 
Az — ax) + B(y—br) < | (EEE) ’ 


’ 


y) x? 


= | 
ar X 


on voil qu’en faisant croitre continuellement 4, la serie des fractions 


converge indefinement vers les limites « et d et que, pour chaque approximation, 
la somme des carres des erreurs s— ar, y—bx, multiplies par les constantes 
A et B, est un minimum, c. a d. que cette somme augmente, si le deno- 
minateur commun x diminue. 

Ce qui precede, indique suflisamment une infinite d’autres consequences 
analogues, qui toules viennent dependre de la recherche difficile, d’une limite 
preeise du menzmum d’une forme definie quelconque. Lä-dessus je ne puis 
former qu’une conjeclure. Mes premieres recherches, dans le cas d’une forme 


n 
an variables de determinant D, m’avaient donne la limite (4):"""y/D, je suis 
porte a presumer, mais sans pouvoir le demontrer, que le coeffieient numerique 
2 
v(n-+1) 


Comme application des memes principes, je considererai encore la question 


4,7" doit etre remplace par 


suivanlte: 
lötant donnde une expression imaginaire «-+-by—1: determiner les entiers 
complexes 2-+-yy—l, t--uy—1, pour lesquels la norme de 
+ ya + by) —(t+uY—1) 
soit la plus petite possible, sous la condition que x’—+-y” soit au dessous 
d’une cerlaine limite. 


On cherchera les minima successifs de la forme A quatre variables: 


2 2 
r \2 | » Re 2 äÄ 
f = (ar —by —t) --(ay+be— w-+ ng 
v ‘ \ . / Z 


pour toutes les valeurs de /, les diverses fractions complexes, 


IH uy—l 





ztyy—1’ 


auxquelles on parviendra ainsi, jouiront de cette propriete caracteristique, que 
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le module de la difference: 


| uy—I 
a+hb v1 — ray 
| zryY— 
erollra necessatrement en prenant loulte autre fractıon dont le denonn- 
nalteur aurat un module morndre. 


Mais une aulre propriele de ces fraclions, les rapprochera encore 
d’avanlage des reduites de la theorie des fractions conlinues. 
Soient 
It uy—1 tu vl 


arten 





. 


deux fractions differentes qui correspondent a deux menzma conseculifs de la 
forme f, de sorte que les deux valeurs de 4 qui ont donne lieu ä ces deux 
[raclions, soient znfinzment peu differentes l’une de l’autre. Alors, en obser- 
vant que le determinant de f est en general ik le premier minimum donnera. 
en admeltant la conjeclure ci-dessus. 

 a’+y? 2 


De 





——__"[1[1..< 


21 Ä 2 1 
(ar — by — E’--(ay+b2r— u" - ig 77° 


et le second: 


an by — hy --tayy4b A Fan 
ur, — dys— tu) —- lay, dr, — U, - ——— << —, 
\ W) Yo 0 Ay, I) U) | A+0 Q % y(A+w) 


« 





w designant une quanlite aussi pelite qu’on voudra. Cela pose, multiplions 
ces deux inegaliles, membre a membre, on Irouvera, en employant une formule 
bien connue *): 


*) La formule d’Euler qui donne sous une forme de qualre carres, le produit de 
deux sommes de 4 carres, suit immediatement de ce que le produit des deux determinants 
(ad — be).(a'd' — be’), est le determinant du systeme 

er +be, ab'+bd' ] 
ca +de, ch + dd 
En eflet, il suffit de supposer: 
a=p+yy, b=er+sy-, ce=—r+sy-i, d=p»— gv/-1, 
«= pP+yv, V=er+sy, d=—r+sy—, d=p"—dy-. 


pour obtenir: 
tt ++) 
= (pp — qq — rr — ss!’ +(pg' +gp'+rs'— sr)” 
+ (pt — gs’ + rp + sg!’ + (ps +gr'+p's— gr)”. 
Celle de Lagranye vient en meltant qyA, ryB, syAB etc. au lieu de q, r,s etc. 


40 * 
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| LE, + YYo ] f 
Yv(A4I+ o))) 


VL, a I ü 





"ac—bhy—t)(au, —by,—t)+ (ay- bz — u) (ay,- br,—u,)- 


()/ 





ax —by—t)(ay, + br,— u, + (ax, —by,—t,)(ay -+bx2—u) +- 














Ä v(J(d+o)) 
(vlAt+o)— yA)lalyy, aa, )tblay tar) tr — u y)tVyMuy, —uy tr —x,t)? 
ET Va  V(AI(I44+w)) 
(WI) —yA)Caı EHE wa) tyMty, —tytur, — ua)? 
Yy(-MJ4 w)) ) 
_. 4 l 
rt u 





ya y(4(4+w)) ? 
dou en negligeant les deux premiers carres et introduisant la condition que 


o est inliniment pelit: 


Ä ..,; 4 
(UYy,- uU,y We— aut) yYy—ly-+ Ur,— UTC) <; v5 

el par consequen!: 
uyu WyYT lt — Tut) - (yo — I,y Tr Ur, — Ur) nl, 


Ainsi, la norme du numeraleur de la difference de deux fractions complexes 
conseeulives est lunzlte; on eüt obtenu Üunele ou le nombre deux, en em- 


ployant dans l’expression du minimum de f, le facteur (4)? au lieu du coef- 
licient hypothelique Ze 
y» 
la methode precedente s’applique encore aux nombres complexes 
2 yy—n, dont la theorie est plus difficile et sur laquelle je me propose 
de revenir. Mais ce n’est qu’au moyen de la reduction de formes de degres 
plus eleves qu’on pourra resoudre les questions analogues a la precedente 
dans lesquelles entreraient, les nombres complexes reels ce --yyn et ceux qui 
dependent d’irrationnelles numeriques plus compliquees que les radicaux carres. 
Voici maintenant une autre serie de questions importantes dont la 
solution depend encore de la recherche du minimum d’une forme quadratique 
et qu’on peut comprendre dans cet enonce general: 
Trouver, en nombres entiers, le minimum du produt d’un certain 
nombre de fonctions lineuires et homogenes, a coefficients reels ou 
imaginuıres. 
Nommons 


f» PR» VER} 


les foncetions lineaires a coefficients reels, 


Iı» 0» | I; hi. h> , ..e h,: 





Fe 
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les fonctions a coelficients imaginaires, g; et 4; elant des fonelions conjuguces. 
Si l’on suppose que leur produit prenne la plus petite valeur possible en attri- 
buant aux indetermindes les valeurs entieres 2 = x7,, v=y, elc. et qu’on 
designe alors par 
Ts RR» .. u 
ce que deviennent les facteurs lineaires reels, et de m@me par 
9; hi; 9, Bi.» In, Ans 


es diverses couples de facteurs conjugues, je des que la forme quadratique 


(DH) 
hı/ \h) "A 





| 6 yıh, ı 9 % h, | | 2 Inı Ähm 
un . Zi. Bi ’) 
sera elle meme la plus petite possible, pour 2—x,. Y=Yy ele. 


Supposons en eflfet qu’on puisse avoir 


BIFARE' TA 


2 g,h, | >) G, h, 120 2 Gneltn Ro M. 











VID? Fu Ih, 


n! 


M etant moindre que n--2n’, comme le produit des facteurs: 


EFET Er yA\/n,\ BAY 
(«.) — rt, _— vr Be: 
I, ? f, gıh, gh; , 


sera toujours inferieur a son mazrimum 





( M y pP 
n+?2n ü 


la supposition de M<n--2n’ conduirait ä 
ha: rg ol. ge file - er - M- mM. Gun 
et par suite, le produit des facteurs lineaires ne serait pas, contre !'hypothese. 





le plus petit possible pour <= x,, y=y,, ele. J'ajoute qu’en faisant 
M=n-+?2n, le produit (a.) ne pourra atteindre son maximum ou l’unite 


qu’autant qu’on aura: 


ar AN; F\ _ 
= der (de 











yh, u Gh, u Inhm 
Ihr  Hh a Fran 
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Nous voiei done encore conduit, comme Vous le vovez,. Monsieur, & 


celle recherche singuliere de tous les minima, d'une forme quadratique, 





correspondants aux divers syslemes de valeurs de plusieurs parametres 
yual faudra supposer passer par tous les etats posstbles de yrandeur. 
Telle est du moins la voie qui nous est ouverte, par l’analyse precedente. 
pour la solulion de nombreuses questions, parmi lesquelles je choisirai celle-ci: 
y(e) designant un nombre enlier complexe, compose avec une racine « 
de Fequation Fix) = 0 a coefficients entiers, celui du premier terme 
elant Punile, trouver toutes les solutions de l’@qualion 
Norme y(e) —=1. 


Soit M. un zenzmum d’une en. des formes definies 


2 2 2 f% a 
D ( rö) ( T)- + y4 2 a yatırn ” TE | 

A P h 1, ) hs I I = 

dans lesquelles @,. ©. .. @, designent les racines reelles et /,. v3 Pas Pa; 
5%, les couples de racines imaginaires de l’equation #(x) == 0. En faisant, 


pour abreger, n--2n’ = m, on deduira de la limite 
ri 
M < (49, /D, 
ou D est le determinant de 2, la relation suivante: 
A 


rn 


Arm 2/m\ -— /4\4m(m—l) _ 
Norme y’(a) < (#) . 


dans ki aque le 


Fa,F#'o,..F'ß.E"y 


el oü n’entrent plus les valeurs de A,, A,, .. K,, K; etc. 


Ins 


Done, quelles que soient les quantites, A,, A,,... A... le minimum de & 
conduit A une valeur toujours limit&ee pour la norme de ya; mais ce qui a 
le etabli precedemment, fait voir, de plus, qu’en faisant passer A,, A,. 
K,. A,... par tous les elats possibles de grandeur, on obtiendra necessai- 
rement! loules les uniles complexes, toutes les solutions de l’equation: 
Norme ga = 
x . En i . . Be 5 N r wa N \ 
Considerons une solution parliculiere teile que N. g,(@a)=1, elle sera 
donnee par le minimum de &, dans I’hypothese suivanle: 
) ) i 2 2 k - . n 
Pa LE ee Eee DEE LEE ee ne 
\g 08 PR; Pen p,ß, For Poßn Porn‘ 


Mais ne pourrait-il pas exister deux ou plusieurs autres represenlations distinctes 











du meme menzmum et conduisant par suite a de nouvelles solutions ? 











26. Lettires de M. Hermite a M. Jacobi sur la theorie des nombhres. 301 


Observons, ä cet eflet. qu’on a les conditions 


nl dr 2 kh 


f 
pP, YY ae 1 PPnPYnı BER N 
/ Ep 9 0) . 3 En —— a 
PR, pri Pt np? n! 
deja etablies prec&demment, de sorte qu’en supposant l’equation Fa) = U 











irreductible, si !’on prend, ya, = Y,%,, la m&eme equalion aura lieu pour toute 
autre racine reelle ou imaginaire, et il en serait de m@me en partant de la 
condition ga, = — Yu%,. Or le premier cas conduit necessairement A = — .r 


Yy=Yy„ etc. et le second, d 2 = — 2. Y=—yı, elc. 


Mais si toules les racines &laient imaginaires, la demonstration serail 
en defaut; dans ce cas on est conduit a delacher de l’ensemble oeneral des 
solutions, un certain nombre d’entre elles qui offrent ce caractere singulier. 
de donner lieu & des entiers complexes dont le module analytique est Üumite. 


Ainsi da minimum de la forme 











pP, Pr Ä pP; Foul: Bro G,Pn br 
on deduira non seulement: 


a Br, _PAPM_ | Ga PYnı 


/ ER “ 2. a M] RR “ 2 ne 
BL = Yußıs pYı = Yofı: + Bu = hrs Pa = YoYn- 
mais encore: 

I, — 9: WB. PYı —=QY v I, I ,.wPB 
Pı = PpoPpı-WPı» PYı =PpYı-Wıs :» - PP = PPn Wars Ya YVoyn 
les nombres entiers complexes w salisfaisant aux conditions suivantes: 

wP, . vYı en 1 5 Vs. wY mn 1 s 5. Win: WY m —— 1 j 

et on pourra en faire abstraction puisqu’ils peuvent etre determines d’avance. 
J’ai trouv& du moins qu'els ne pouvatent etre que de cette forme, savoir: 





nm 





kn 
(1 nn e ! - 
y) 


k et ! elant entiers. Le denominateur / est sans doute egal au nombre 
2n’--1, mais je n’ai pu encore suffisamment approfondir toutes ces eir- 
constances qui me paraissent bien singulieres. 


Quoiqu’il en soit, les considerations qui precedent, &etablissent qu’on 


n’aura jamais a rechercher qu’une seule representation en nombres entiers, de 
chacun des minima distinets qu’offrira la forme &, lorsque les quantites 


A, Bd ig er: ol, 
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passeront par tous les etats possibles de grandeur. Mais une fois amenes 
a cette nouvelle recherche, il faut recourir a la theorie de la reduction des 
formes quadraliques quelconques. Je vais avant tout definir ce que j'appelle 
reduire une forme donnee. 

Soit f cette forme, et f", f” etc. la serie entiere de toutes celles qui 


Iui sont @quivalentes et que je represenlerai, d’une maniere generale, par 


n 
Mil u ; 
/ _ — ld, iX; j> 
l l 


en supposant que les coellicienis des carres, ranges par ordre croissant de 
orandeur, solen! 


dıı=s dy2% D - d 


Cela elant, nous subdiviserons, progressivement. l’ensemble de toutes les formes 
equivalenles, en reunissant dans un m&me groupe: 

I’. toutes les formes 0ü ...... a,, a la plus pelite valeur possible, 
2". parmi celles-ei, toutes celles oü «@,, est egalement un minimum, 


3°. parmi les precedentes, celles ou «,, est encore un minimum, 


et ainsi de suite, de telle sorle qu’apres avoir Epuise la serie @, 1, dans .. d,., 
on arrive a une ou a pluszeurs formes dont les coefficienis des carres sont 
necessairement les memes. 

Ces formes ollrent un caractere essenliel qui consiste en ce que loules 
les expressions quadraliques 


\ 
\ 


(4;;, Ö;;, 4,;) 


1.37 
sont reduites. Cette remarque prouve qu’on a la limite: 
=D, 


u elant un coefficient numerique ne dependant que du nombre x des variables; 


Ad, . do» zz... Unn 
mais je ne m’arrelerai pas A la demonstration. 

Revenons au dernier groupe de formes &quivalentes auquel nous venons 
de parvenir, il pourra &lre subdivise de nouveau, d’apres la grandeur des 


determinants 


en r£unissant ensemble. 
I’. toutes les formes ol ........ A,, sera le plus pelit possible. 
2’. parmi ces dernieres toutes celles oü A,, est egalement un minimum. 


3‘. parmi les precedentes celles ou... A,,; est encore un minimum. 


et ainsi de suite. de telle sorte qu’apres avoir epuise la serie: 
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l 


A A A 
on passe a la suivante: 

Mi Ars .. Ai 
puis a celle-ci: 


4,3; 4,4, ud 


et on conlinuera jusqu’a ce qu’on soil arrive, en derniere analyse, a une ou 


;,n 9 
a plusieurs formes oflrant des valeurs numeriques egales, pour toules les 
quantites 4A; ,. 

Mais il est evident qu’alors les valeurs absolues des coelficients «; , 
sont pareillement les m&mes. Or la forme unique qu’il faudra definitivemen! 
choisir pour reduite, s’obtiendra par la consideration des determinants lernaires 

A; ;ı — (4; ;4; ;Ayx - 2a; ;d,,l,, — A; — M; ;d, x — Ay; je 


en operanl comme on l’a fait precedemment avec les fonctions A;,. Les formes 
reunies en dernier lieu, offrant les memes valeurs des diverses expressions 
A; ;;. deviendront 2dentiques, en rendant positils par exemple,. comme cela 
est toujours possible, tous les coefficients «,;. 

Reduire une forme donnee f ce sera done chercher la transformation 
de cette forme en la reduite equivalente telle qu’elle vient d’etre definie. Cette 
reduite. comme Vous le voyez. Monsieur, n’est pas celle a laquelle conduit 
la methode que j’ai eu l’honneur de Vous soumeltre dans ma derniere lettre. 
Il y aura done lieu d’esperer une nouvelle substitution, mais jusqu’ici je n’ai 
vu d’aulre moyen a employer que celui qui est indique par lanalyse prece- 
dente et qui consiste a former la serie enliere des formes aux plus pelits 
coefficients des carres. Seulement il est facile de demontrer que leur nombre 
a une limite independante du determinant et qui est fonclon uniquement 
du nombre des indeterminees. 

Dans le cas des formes ternaires, les reduites jouissent d’une propriete 
qui merile peut-etre d’eire remarquee, car elle ne me parait pas s etendre 
aux formes contenant un plus yrand nombre de variables. Elle consiste 
en ce que loute forme ternuire reduite y(x, y, x) prend une valeur 
moindre, en diminuant celle des variables dont la valeur absolue est la 
plus grande. 

Soit 


) 


y— ar+ay+ az +r2byz+2brz -R2b'ay. 


En supposant quelconques les signes des coefficients 5, b’, b’, on peut ad- 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 4. 41 
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meltre que les indeterminees sont positives. Or en supposant 2 —y, 2 >2, 


on prouve aisement la proposition enoncee. dans chacun des quatre cas qu’offrent 
| | 


les sienes de 5b’ el 5”, au moyen des &qualions identiques, 


py(e—l,y, 2)— ya, y, 2) 
2 (2 —1)(a-+b" - U) 42h" (ae —- y—1)+2b (2 —z —1 7 
22 —1)la+b) — 2b" y--20 (2 — sr —1)—u 
2(z—1)\(a +5") +265"(r —y—1) —-2bz —a 

— 22 —1)a 2b’ y — 2b —a, 


les quatre expressions precedenles correspondant aux qualre cas: 


ı 
Wiinnerednde 


Je reviens maintenant a la recherche de toutes les represenlations 
distinetes des divers menzına, de la forme quadratique: 
\ 2 2 / 2 
2 — (EYı (2e)') .. 1 (Pen) 
A, A, e = . 
9 Apr, | Par: | ..\ 2 Au PYn 
kı K; ÄK,- 


a 


correspondants a lous les sysiemes possibles de valeurs de A,, 4,, elc.. 
k,. A,. etc. 


Dans celle forme, les quantites ga sont les valeurs d’une expression 
(elle que 
a, ton, +2, -- taz: 
en supposant «, l’une quelconque des racines de l’equation, F'(.r) —= 0, dont 
le degre n -- 2m’ est toujours designe par m. Cela pose, soit pour un systeme 
determine de valeurs des quantites A et Ä, 


. ,I . N . 
d,) ) 1 ad) 1; rn u ü Um—ı) m—1 
Bar . byYu | by u er Ze I, FR 
Ln—ı = uYo % hy: « | Im-ı) m—l % 


la substitution propre a reduire &. En posant pour abreger: 


” a + ob +-0’c-+ -- 4 al. 


I 


( — (6 - ww. / 
v(o) = ylahtyıldıt * 4 Ymoı(@) 


/m—1% 


la transformee reduilte sera: 
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. wu (a, )‘ ® bl \ b(a@.)\ 
PO — ? — ne | u Be nd 
A | A, yı | y mar, 





— ... z —.. 


- ) a ) 
« 


hi} I RK > Fi „4 


van 9 vRWwr: 
Mais on peut l’eerire d’une autre maniere. 

Soit y, celle des indeterminees dont le carre a le plus petit coefhieient. 
el posons: 


. s u , 
| =—— tt.) Y, Auen: (ar f / { 
N (ı)n 03), Re On o\Prso\/ro * * \Parsw 


Ze 


il est clair que. & designant l’une quelconque des racines, „sera un polynome 
Wr 


a coefficienis enliers en «. el qu’il en sera de m@me de 
N 


(@), 





Oi; 


que je designerai par w;(e). Or de la valeur-limite du produit des coelflicients 
des carres des indeterminees dans toule forme reduite, telle qu’elle a ete 
indiquce plus haut, on deduit facilement. que tous ces polynomes w,(a) ont 
pour coeffictents des nombres entiers ayant aussi des limiles finies. 1 en 
est de meme d’ailleurs de N. comme on l’a vu precedemment d’une maniere 


speciale. Done translormant ainsi les fonelions w(a), savoir: 





p(e) — N Yu N- YıYı a) - Yzyıla) °F Ym-ı mil}. 
el posanlt: 
ze) = YN + Yıyıla) +Y2Wrla) + Ym-ı Ym-ı(@) 
(@) __ 1 A 
NA 4’ NK HK?’ 


"expression de w devient: 


Br (A) (4 w - (2): 2 LANE ArZU elc. 


! ! ! 2 
A, A> A, N l 








el c'est la le type analytique *) auquel je voulais arriver pour y rapporter 
toute forme reduite. Le nombre de ces Iypes, comme on le voit d’apres la 
caraciere des fonclions z(«), est essenliellement fin? et c'est Ja un resultat 
qui ouvre la voie a un nouvel ordre de recherches destinees, si je ne m’abuse 
etrangemenl, a jeter un grand jour sur la nature si inconnue des irrationnelles 
algebriques. 


*) D’apres M. Hermette deux de ces types sont les m&emes lorsqu’ils ne different 
entr’eux que par rapport aux quanliles A’ et K'. J. 


41 * 
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Ei d’abord, on en dedust immedialtement une demonstration directe, 
de la possibtlite de lequation que je me suis propose de resoudre, savoir 
Norme y(e) — 1. 

En effet, on a pour cela le theoreme, que lorsqu'une substilulion, 


2 ) 2 | we r 
Eu = PoYu  PıYı 7 Au TPm-ı) m—ı 


a = YuYo YıYı-! BR Um—ıYm-ı 


t ey nn Sm—1 Ym-ı ’ 
correspondante a un sysleme different de valeurs de A,, A;, etc., Ä,. 
R,. elc.. condut au meme type redwt P, le nombre entier complexe 


x = SYot Sıyı- 


n—l 


represente par le determinant des quantıles: 


RL I as 
4 Yı YUm—1 
f r, RR. En 
5 S, 5 - ER y 


aura pour norme Üunite. 

J’ai Irouve aussi, qu'l suffisait d’obtenir le systeme des substitutions 
propres a redure la forme $, dans un intervalle fin: des quantıtes A 
et K, les substitutions correspondantes a toutes les aulres valeurs de ces 
memes quantıles se deduisant de celles-la. 

De la on deduit que toutes les solutions de l’equation 

Norme y(«) = 1, 
peuvent s’obtenir par un nombre lömete d’entre elles, convenablement choisies, 
mais d’autres consideralions menent a la meme consequence Je vais les 
indiquer en restant dans le cas partieulier qui me les a fait decouvrir. 

Designons par « la racine reelle, et par $ et y les deux racines ima- 
sinaires de l’equation du 3° degr& a coefficients entiers: 

24 Ar’+Bi-C =0. 
Soient aussi g et . deux unites complexes de la forme 2 --ay--a’z, je dis 
yue de ces deux uniles en resulfe une troısieme dont elles sont Tune et 
lautre des puissances entieres. 

Posons en ellet: 

u = g"y", 
Mm, N, My, N, elant qualre nombres entiers tels que 


mn, — nm, — 1, 
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on aura reciproquement, 
G —n db”o won W en mc m 


De deux choses l’une: ou l’on pourra faire p. ex. P==1, et le Iheoreme 


: 
est demontre: ou bien au moins P= #", « etant moindre que l’unile et 
n pouvant prendre une infinite de valeurs differentes. Or, ayant toujours, 
Norme P=1,. on conclurait qu’il existe une infinit@ de solutions de celte 
equation dans lesquelles la valeur de l’unite complexe reelle et celle du mo- 
dule analytique des deux unites conjugu6es imaginaires, seraient aussi voisines 
du nombre 1 qu’on le voudrait, ce qui est absurde. 

Une methode toute semblable m’a conduit a demontrer que dans le cas 
des /ross racines reelles, toutes les unites sont les produits des puissances de 
deux d’entre elles qui ne sont pas reductibles une et l’autre aux puissances 
entieres d’une troisieme, et il ne me parait pas difficile d’etendre les m&mes 


consideralions au cas le plus general. 
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Quatrieme lettre. 


Lia derniere letire que jai eu l’'honneur de Vous Ecrire, elail a peine 
parlie que jai eu communication par M. Zaouvelle, d’une note tiree des 
comptes-rendus de Volre academie et dans laquelle Vous traitez de la reduction 
des formes quadraliques, A coeflicients entiers, sous un point de vue qui ne 
se serail jamais presenle a mon esprit el qui m’a vivement interesse. Le 
resultat plein d’elögance auquel Vous arrivez par une methode si simple, 
m’a fait rechercher si dans ce nouveau iype de formes reduiles, il y avait 
encore possibilit@ d’obtenir des lömttatıons, des coefficients, fonections seulement 
du determinant. 

En parlieulier jai considere, les lormes delinies ternaires: 

f ac + ay? + a2 +-2byz-- 2 az -2l"ry, 


dans lesquelles. d’apres le prineipe de Votre methode, il faut faire p. ex. 


b . a 
— 5m. 
() ; 
nn bh’ e ar, 
— GEREREES GEREREEB - zw . 
° / l 


w designant le p. g. c. diviseur de d et db’, determine par l’equation: 
wo — bP'--bP. 


On obtient ainsı Ja transformee: 


ae | 2 2 Ge ‘ ” 
AUs-An7+a2 +2 B5n--2wnz, 


| 
ou Fun des rectangles des indelermindes a disparu. 

Cela pose. s? les coefficients de la forme proposee sont limites, 
au moyen du determinani D, il en sera de meme des coefficients de lu 
iransforınee. En parliculier A peut s’ecrire, 


| ! » 4 ] ) 
A — —/ab tab" —2bhh') —= — (aaa — ab" — BD). 
u) s WW 


don« 


ZT 
Y m er. j 


Di 





() 
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Or on peut ensuite supposer 
28 «CU, 
en deierminant convenablement 5 ei 5’ dans l’equalion » — 53’ - 2b ou, ce 
qui est au fond la m&äme chose, en changeant dans la transformee, & en &-' mı,. 
Quant a la limite du dernier coefficient W, elle se tire de l’equation. 
AU — B" = au —b". 

En revenant aux premieres consideralions qui m’avaient fait enirevoir. 
il y a long-temps, l’importance de la recherche du minimum des formes A un 
nombre quelconque de variables, j’ai Ele conduit a presenter de la maniere 
suivante, les idees que Vous avez le premier &mises sur l’impossibilite de 
certaines fonclions periodiques. 

Soient, pour les fonctions d’une seule variable. 

a-by—, «-- by, db" y1 

trois indices quelconques de periodieite, je considere la forme definie ternaire. 


xN9 


flaxr--dy-a'z) + (baby). 


dont le determinan! 


> 
\ & 


Si ab’ — ba’ m’est pas nul et que les deux &qualions: 


ar+-ay+tadz =0, ba-by-lb'z — NO, 


ne peuvent avoir lieu en nombres entiers, la fonction sera impossible. Car 


pouvant faire pour toute valeur de 4: 


et a fortior:: 


ac -+ay-+a'z)--(be-+-by-I2) < ’(2D), 
on deduirait des indices propos6es, une periode dont le module serait infinimen! 
pelitl. Mais cette conclusion n’a plus lieu si ab’ — ba’ = 0. Alors je considere 
la forme binaire. 
„* 


[ = (ax -ay)+(br- by) 77: 


Iw 


dont le determinant, dans l'hypothese admise. se trouve elre 


2 | 22 
u + b" 
D= - 


" 


Or il est maintenant facile de prouver que lorsque ab’ — ba —=V, l’on ne 
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peut m&me admettre les deux periodes, «+dy—1 et a +b'y—1. si on les 
suppose irreduclibles, c. a d. si les equations, 

ac+ay—=0, bi+by=0, 
ne peuvent avoir lieu en nombres entiers. On peut faire en effet, pour toute 
valeur de JS: 


et a fortiori: 
(ac-+ay”—+(be+by)” < y(4D). 

ce qui conduit de nouveau Aa une periode infiniment pelite. 

les fonclions de plusieurs variables a p6eriodes co@xistantes que Vous 
avez introduites le premier dans l’analyse, peuvent etre traitees par les m&mes 
principes. 

Soienl 

a—by—, G-dy,.. k;+ly-. 
n indices simultanes de periodicite correspondanls, respectivement, aux variables 
ee, u 35 

dans une fonclion telle que J(x, y, .. u), je dis que si de nombre de ces 
groupes d’indices, supposes irreductibles surpasse 2n, la fonclion proposee 
sera impossible, dans ce sens quon sera force dadmettre un yrouye 
dindices semultanes infiniment-pehls. 


Faisons pour abreeer: 
| { 


D | EEE dl, m d,X, 7 .. d;, lan 
Y5 ren b, LT, — b,X; . ee CR 
— am k, 2 0; x Du + Konz Pan 
T — !, 27T l; u bh, ı Xan+te 


le determinant D de la forme. 
4: 9 92 in 
f BER A: B- Bi .& Kae = Gen Bad. kr. 


sera. comme on le trouve aisement: 


| ‚ ed; b; Rs I; l; 
— det. | „a 


a 


Ne ER 


«N 


et la consequence que 


ie voulais oblenir. decoule, comme precedemment. de 
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la relation, 


2n+1 
r<W#"yD, 
a laquelle on peut toujours salisfaire quelque grand que soit 4. 

Si ’on suppose que le determinant qui entre dans l’expression de D, 
s’evanouisse, la demonstration n’est plus applicable, mais la proposilion n’en a 
pas moins lieu, et on obtient ainsi le premier terme d’une serie de nouveaux 
cas d’impossibilit@ dont voici les conditions analytiques. 

Soit pour abreger: 


ER ui | ä 
AU = Mai ThdT ** T Anti lanHi-i 
a. - | . | ä 
Bd = ba, ” b2.X; + es; Dany! In+1-i 
g; Sn k, I, -+ k; T, - -- " EE: OERE 
N N | 
T; u I, Tr l; LT *® u: nr Tonti-i: 


et D: le determinant de la forme 


> 
ZT na 1 2 | 92 | Koan-tk--i 
= W484. ia 


Si l’on suppose D;_, nul, on trouve que SD; s’obtient en faisant la somme 
des carres de tous les determinanis que fournit le systeme: 

a 

ar a A 


d,n—is Oan—is Y,® ni ne 


en employant, d’une maniere quelcongue, 2n —: lignes verlicales. Or toute 

fonction periodique de rn variables sera impossible lorsqu’ayant 2% — 2 groupes 

de periodes simultanees irreductibles savoir: 
ja, +b,y-1. „+ d,y-1; .. k, 


le determinant D, de la forme f;, compose avec ces indices, s’annullera. En 


N j u=?n—i 
u. B } —1 En =i ’ 


) 


elfet. on arrivera ä un systeme de periodes simultandes infiniment petites, en 
considerant dans la serie des formes: 


fi+1» li+2> he Pan—ı 3 
la premiere de celles dont le determinani ne s’evanouit point. La derniere 


d’ailleurs est dans ce cas, car on trouve aisement: 


1 9 7 1} n 2 
Di g(ai+b+ . 4ki-+ ). 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 4. 42 
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LW'analyse que je viens d’employer, s’applique ä une question bien diffe- 
venle, «a la theorie des unites complexes les plus generales, et donne ce 
Iheoreme: 
„Soil m le nombre des racines reelles et des couples de racines ima- 
„ginaires d’une &quation irreduetible a coefficients entiers et dont le premier 
„coeffiecient est l’unite, si l’on a m’ unites complexes quelconques, formees 
„avec les racines de celte @qualion, elles peuvent toujours s’exprimer par 
„les produits des puissances enlieres, posilives ou negatives, de "—1 
„autres convenablement choisies *).” 
Nommons 
Ye Ba 
les racines reelles de l’equation proposee, et 
Pı» Yı; Pa, 23 °*- Pas In!» 
les diverses couples de ses racines imaginaires. Soit encore 


p;(le) een: a; ab, + 0°C; u + a"l,, 


une unile complexe quelconque, et 
log y;(a) = (e); 
log p(P)yı(y) = (Py) 


j \ s \ | . \ | } ’ 
F (@) T| 0 Jı "T Ly\@)2 = > w KL m (0 Au 
) Ben | IR u\ 
F'( | - I, (B,Y)ı+ 2, (P,Y 4 .. TLEmt I? / /m' 9 


je dis quil est ua nossible de Fe pour 2, 2a, .. 7,., un systeme 
de valeurs entieres, positives ou negatives, telles qu’on ait 


a a ren. . 
(1.) Fo) =0 ou 9 '(a).p"(a)..Y pm (er) Br 5 


Pins 
Cette condition, d’ailleurs, aura nöcessairement lieu ä la fois pour toutes les 
racines, reelles ou imaginaires, puisqu’elles appartiennent, par hypothese, a une 
equation irreduclible. 

Supposons en effet, l’öquation (1.) impossible, et voyons quelles con- 
sequences vont s’ensuivre. 


*) Le theoreme complet savoir: Owl y a effectivement, dans tous les cas, 
m'—1 unites compleres independantes par les produits des puissances desquelles 
on puisse representer toutes les autres, est un des plus importants mais aussi un des 
plus epineux de la science des nombres. La d@monstration rigoureuse de ce th@eoreme 
a ete donnee par M. Lejeune Dirichlet, dans les Comptes rendus mensuels de l’Acad. 
de Berlin du 30 Mars 1846. Voir aussi von d’Avril 1842 et d’Octobre 1841, et une 
lettre du meme auteur a M. Liowville (J. d. M. Vol. V. 1840). J. 











96. Lettres de M. Hermite & M. Jacobi sur la theorie des nombres. 313 


En premier lieu, deux systemes distinets de valeurs entieres des inde- 
termindes,. &s Las >. 2, Me donneront jamais Ja meme valeur de Fe). 


Car ayant p. ex. 


fi | 2. ] u / a. . \ | r \ f | . f 
L; (@)ı @ X, (0) u us + Up ‚&/m* Se ) (a): u ) (0): ] DE Ve ) m‘ ‚0 m’ 9 
on en deduirail 
f . .\ f » -N\/ \ | y j } u. 
ya FR — ya (m — Ym)()me = 0; 


c.ä d. une solution de l’equation (1.), ce qui est contre l’hypothese admise. 
Cela pose, je considere la forme quadratique: 


De 2 A) Pe |_ 72,72 ”- N ” 3 
r—=41 (Ps Yu 1 \ayıf2/T *'° +f (/ 





N j N ’ \ or ı Km 
+ a) + P*a)+ 4 Fa )4+ 


ze 
dont le determinant est: 
(a1) (&1) (Eılm-ı | 
(0; 1 (&); (O2 mi 


{ \ f 
D en 1 det In—ı)ı (&,._ı) IR, \(n-1/m‘ l 
4? f ) an,_\ I ar \ f 0 Ar \ 
Yı»/vı \Pı»/ı? + + \Pıyy/ ı)m-ı 


Y pr \ / = =.“ u: a. 
Pa» Ya)ı \(?2 4 7 2)2 ® ® ((/?297 2 m'i—1 


\ (Para Yaalı (Pnsy Yne)a .. (Bars Yre)me—ı | 
ei je le supposerai d’abord different de zero. 
Dans ce cas, si je cherche les minima de la forme F\, pour des valeurs 
indefiniment croissantes de 4, il est clair qu’en posant 
Fa) = log#*(o) 
ei par suile, 
FB, y) = lg PiP)P’(y), 
jobtiendrai une infinite d’unites complexes,. Z(«), toutes differentes, d’apres la 
remarque precödemment faite, et dont les valeurs absolues reelles, ainsi que 
les modules des valeurs imaginaires, seront aussi voisins de l’unite qu’on voudra. 
Or on aurait de la sorte, »»’ fonctions lineaires et homogenes, a m’ indeter- 
minees enlieres, qui seraient susceplibles de prendre une infinite de valeurs 
numeriques inegales et comprises dans un intervalle limit, ce qui est absurde. 
Lorsque le determinant I sera different. de zero, on peut donc salis- 
faire par des nombres enliers a l’equalion, 


Li, (@), _- TC, (&) 1 m | L mE )me — Ü. 


42 * 
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Cela pose, je fais 





Yı («), u, (@) ie | Ym' &)mi —— log Y(«) 
2 6); T (0) N Sm () me = log Z(«) 
v, (eh + %(la)-+ * - + a, — log Ve), 


les nombres entiers y, %, .. v, elant pris de maniere que le determinant 
relatif ä ces @quations lineaires et a la precedente, soit l’unite. Il est clair 
qu’on pourra tirer de la, les valeurs des m’ unites Y;(@), exprimees par les 
produits des puissances enlieres de Y(«), Z(«), .. V(«), qui representent 
d’autres unites complexes, au nombre seulement de »’—1. 


Il me reste a examiner le cas oü le determinant de la forme FF}, est 
suppose s’evanouir. Soit alors: 
Y ] 
F';(«) — Ti (@), E X; (0)2 + I 2 W)mınis 
\ Ay ® f A A 
F\;(P J,y) = x,(P, 7 )ı %,(P, Y)a-+ . + 2-(P; Y)mimi } 
et D. le determinant de la forme 


F'; yon F’(P IsYı)+ -F(P239 Y)-+ A +F/(P. u) 
+ FXa)+ Fia)+ + + Ra + ae. 


Si l’on suppose D;_, nul, on trouve, tout-a-fait comme pr&ecedemment, que 
FD; s’obtient en faisant la somme des carres des divers determinants que 


fournit le systeme: 


(@ı)ı (0): + (amadı (PısYı) (Pas Ya)ı .. (Par sYn) 


(@ı)a (0 )» Er (&._1) (PısYı) (Para Ya)2 .. (PnryYn) 


(u )m-1-i (Kr)mi-i + + (OUnai)m-i-i (PısYılm-ı-i (BrsYı)m-ı-i .. (AarsYa)m-i-i 
en employant m=’—1— 2 lignes verticales. Considerant donc dans la serie 


des formes 


shit wei 
la premiere de celles dont le determinant ne s’&vanouit point (et la derniere 
est toujours dans ce cas), on obtiendra absolument les m&mes resultats que 
ceux auxquels nous sommes parvenus tout-ä-l’heure, puisque le determinant D; 
devient d’une petitesse arbitraire pour des valeurs suffisamment grandes de 4. 
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— 


Je ne sais, Monsieur, si ces resultats et la methode que j’ai employee, 
sont connus, et nomm6ment s’ils se trouvent deja dans les travaux de M. Kummer, 
que Vous avez eu la bonte de m’indiquer. M. Ziouville sans doute les pu- 
blierait de suite dans son journal, si nous pouvions trouver un traducteur, et 
ce serait pour moi en parliculier, un grand plaisir de prendre connaissance de 
ces recherches d’apres ce que Vous m’en avez £crit. L’introduction du nombre 
complexe auquel M. Kummer donne le nom d’ideal, m’interesserait surtout 


au plus haut degre. 


P. S. L’expression des unites complexes au moyen d’un nombre de- 
termine d’entre elles, donne lieu a une remarque essentielle et que j’ai omise, 
lorsque les racines qui enirent dans leur composition, sont toutes imaginaires. 
L’analyse que j’ai employ&e, conduit alors de nouveau ä isoler celles de ces 
unites dont le module analylique est un, si toutefois il en existe. C’est au 
reste le m&me re6sultat auquel je suis parvenu par une toute autre voie dans 


ma derniere lettre. 

















27. 


Auszug zweier Schreiben des Prof. Hesse an den | 
Herrn Prof. Jacobı und eines Schreibens des 
Prof. Jacobi an Herrn Prof. Hesse. 


Königsherg den 27. November 1849. 

In: Brief ist mir von unschälzbarem Werlhe, weil ich daraus Ihre 
alte Freundschaft eninehme, und er mir zugleich das bringt, wonach ich mich 
lange gesehnt habe. Sie schreiben von meiner Meisterschaft in gewissen 
malhemalischen Dingen und beweisen gleich darauf, wie viel mir daran fehlt. 
Das lasse ich mir schon gerne gefallen. da dieser Beweis von unberechen- 
barem Nutzen für meine Bemühungen zu werden verspricht. Ich bedauere nichts 
mehr. als dafs 80 Meilen zwischen uns liegen, was mit einem halben Jahre 
sleichbedeutend ist. Im Sommer haben Sie den Beweis gemacht, der für mich 
vielleicht eine Lebensfrage ist. und im Winter erst kann ich ihn erfahren. 

Reduclionen der Art kommen in der Geometrie oft vor. So läfst 
sich z. B. der Grad der Gleichung der Schmieyungs-Ebene einer Curve 
doppelter Krümmung, entstanden aus dem Schnitt zweier algebruischen 
Oberflächen, immer um 2 Einheiten in Rücksicht auf die Coordinaten des 
Berührungspunctes mit Hülfe der Gleichungen der beiden Oberflächen 
redueiren. Die redueirten Gleichungen, zu weitläuftig hier hinzuschreiben, 
werde ich alsbald an das Journal schicken. 

Ich erlaube mir noch in Rücksicht auf die Wendepuncte eine Bemer- 
kung hinzuzufügen. die ich eben jetzt gemacht habe, und die mir interessant 
scheint. Wenn « eine homogene Function von X, y, &, und wenn 














ou on ou 
ne, eu ie, 
DE oy O2 ’ 
so Is 
2 fr 2_ nN2 er i n2 r nN2 2 
ou oO U ou OA Ol " ol 
02° 0° O0: or oyo3 


wo v die aus den zweiten partiellen Differentialquotienten von « zusammen- 
veselzte Determinante ist. Hieraus erklärt sich auch, warum in einen Doppel- 
punet immer 6 Wendepuncte zusammenfallen. 

Mit dem innigen Wunsche Ihres Wohlergehens 


Ihr treu ergebener Schüler 
Otto Hesse. 
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Königsberg den 7. December 1849. 
— — — Sie haben durch Ihren Beweis von den Doppeltangenten 
zugleich dargethan,. dafs auch der Grad jedes Gliedes der Reihe 








f(z-+bh, y—ah) = mh a,’ ..-, 
6, oO | . . » “ . %7 . y. 
wo b= el . = a .„ mit Hülfe der Gleichung, f(x, y) =0. sich um 2 Ein- 
oOy OX S J 


heiten erniedrigen läfsı. Wie sich aber durch diese Erniedrieuno die Coöl- 
ficienten «&;, «;, . . gestalten, läfst sich aus Ihren Andeutungen nicht schliefsen. 
(Sie haben das ja auch gar nicht gewollt) und doch wäre verade die wirk- 
liche Darstellung der reducirten « in einer einfachen Form für mich von der 
höchsten Wichtigkeit. 


Schliefslich erwähne ich noch einer Eliminationsmethode zur Anwen- 
dung auf Curven 3ter und 4ler Ordnung. Ich habe mir nämlich die Aufgabe 
gestellt, die Gleichungen dieser Curven durch Liniencoordinaten auszudrücken. 
wenn sie in Punctcoordinaten gegeben sind. d. h. die Variabeln aus den 
4 Gleichungen zu eliminiren: 


nn 











ou ou ou 

(1.) 2 = (ds = == (0, - = 03, 
or, or, or, 

(2.) 0,4, - 00,4 03%; nn 0. 


wenn @«—0 die Gleichung der Curve ist. Zu diesem Zwecke bilde ich für 
die Curven 3ten Grades die Determinante v aus den Gröfsen 

















ou ou o’u 
2 2 . n r GC 

Os, OX,0R, ON, OL, 

ou o’u o’u 
rc ad vo ee 

OX,OX, or, OX,Or, 

o’u ou ou 
- - — CL, 

Or,0X, 08,08, or; 
Cı Os Oz 0. 


und eliminire die Variabeln x,, x,, z,, 4 aus den linearen Gleichungen 
2) ton +02 — 0 
ov I. ov h 


HI =0, — +49 =0, — io —(. 
7 Ze A 


ov 








3. 
3.) 6) 
Dieses Verfahren für die Curven 3ter Ordnung ist ein anderes als das, welches 
ich bereits bekannt gemacht habe und was auch Cayley bekannt gewesen sein soll. 
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In dem Falle, wenn #==0 eine Curve 4ter Ordnung ist, bilde ich 
aus der Gleichung (2.) 6 andere Gleichungen durch Multiplication mit x}. 
D%,, 20, 03, 20,, 7,, und eliminire aus diesen 6 Gleichungen, den 
3 Gleichungen (1.) und den 3 Gleichungen (3.), wie aus lineären Gleichungen, 
die 11 Unbekannten x), 27%, . . und 4. 





Otto Hesse. 





Von dem ersten Salz Ihres gütigen Schreibens vom 27' Nov. habe 
ich einen Beweis gesucht. Man hat die n identischen Gleichungen: 















































u. - — 
ou 1 o’u o*u ou 
I — +. +-T — (m—1 
or, O8; 2 dr,or, ‚Oxi Ton EI EN or Ox;’ 
wenn # vom a" Grade ist. Durch ihre Auflösung erhalte man: 
| au, ou r om) 
vr; = (m—1, U — -U,;,—:: + U,;,—— 
N \ )\ Bi Ö. "7 | 2,1 Or, | n,ı dr, ’ 
wo U,,=Ü,,;. Differentiirt man diese ragtg yo X;, SO wird 
y m: \ ge I u 7 en 
Aa r Ö. x, os, ' 08,08 Br re ’ 
wo x, von x; verschieden. Differentiirt man BEN in X;, so erhält man 
or ER oOU,; Ou 1 O’U;; au oO’U,: 9u) 
= (mM— & ® n = { 
"OR, dr,or, A 00,08, O8, Or,0.x, 0x.) 
N3 x 3 
a o’u o’u . o’u 
— (m—1) I Traun. yang yo 4- U, IX,dX ++ U, U a5 
( OX | OXL,OLX, L,OX,OX, OX „ON, ON, 
Eu wer ä ae shi, 
Wenn /=?, kommt rechts noch (m—1)-— hinzu. 
€ Kr 
Es sei jetzt 
ou ou ’ ou 
mu —_— Ü. pP — VD, . D 7 _ 0, 
ON oOX, On 
so wird 
04 nn 2 
1. 


wo N für sämmtliche Combinationen von ? und A Dasselbe bleibt. Es folgt 
daher aus der zuletzt gefundnen identischen Gleichung: 

o’v | a UM 
—  — (n—1)(m—2) A Eye er 
Or, ON, Or, OK, 


was Ihren Satz giebt. 


Ü. @. J. Jacobi. 
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28. 


Auszug mehrerer Schreiben des Dr. Rosenhaın 
an Herrn Professor Jacobi über die hyper- 
elliptischen Transcendenten. 


Dominium Wiersbel, Kreis Falkenberg in Oberschlesien 
den 3. September 1844. 


Meine Arbeit über die drerfach periodischen Funclionen *) habe ich 
immer nur als eine Vorarbeit angesehen, die mir bei der Untersuchung der 
vzerfach periodischen Funclionen manchen Fingerzeig geben könnte. Diese 
Ansicht hat sich jetzt bei mir vollkommen befestigt. Jch habe nämlich jetz! 
vierfach periodische Functionen, durch deren Drifferentiation man auf das 
hyperelliptische Integral, 





a+Pır)dır 
Jar I— sr) 1—#*r)1— Mr) 1— urr)) ’ 
kommt. 

Sie erinnern sich vielleicht noch, dafs ich kurz vor meiner Abreise von 
Königsberg Ihnen unendliche Producte mittheilte. von denen ich vermuthete. 
dafs sie auf das hyperelliplische Integral führen würden, weil ich sie auf ähn- 
liche Art aus den dreifach periodischen Funclionen zusammengeselzt halle, wie 
die doppelt periodischen aus den einfach periodischen zusammengeselzi werden. 
Nachdem ich mit meiner Habilitation in Breslau fertig war, nahm ich diesen 
Gedanken wieder auf. Ich sah aber bald. wie es sehr schwer sei. von diesen 
Producten aus durch wirkliche Ausführung der Multiplication auf einfache Reihen 
zu kommen. Ich versuchte mich daher lieber unmittelbar an den unendlichen 
Reihen selbst, und bildete mir dergleichen aus den dreifach periodischen Functio- 
nen (oder vielmehr aus ihren Zählern und Nennern) auf ähnliche Art, wie die 
Functionen 3 aus der einfach periodischen Funclion zusammengesetzt werden. 


Diese Reihen konnten eben so behandelt werden, wie die Funclionen 9 von 


*) Mit dieser nicht publieirten Arbeit hatte Hr. Dr. Kosenhaim in Königsberg den 
Doctorgrad erworben. J. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 43 
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Ihnen in Ihren Vorlesungen behandelt worden sind. Mit der gröfsesten Zu- 
versicht, dafs ich wirklich auf das hyperelliptische Integral kommen würde, 
sing ich an die Arbeit, nachdem ich bemerkt hatte, dafs die eine der Rei- 
hen, aus welcher sich die übrigen 15 durch Vermehrung der Argumente 
um halbe Indices ergeben. wenn man von constanten Factoren absieht, die 
Form habe. 


nm—tn n=+% 
< > oaum ?+-bn?+2emn+?2dm-+-2en 


— nz 3 


m = nm iR 


d. h. nichts anderes sei, als eine Summe von Exponentialgröfsen, deren Ex- 
ponenten aus einem vollständigen Ausdruck zweiter Ordnung mit zwe2 Variablen 
dadurch erhalten werden, dafs man für die beiden Variablen alle positiven und 
negativen ganzen Zahlen setzt. Denn ähnlich war der Zähler von Sam, den 
Sie in den Vorlesungen mit 9,(®v) bezeichnet haben, 


F; (v) Aeete >> een ?+-2um 


mm —7T 


2 


wo a==logg, oder eine Summe von Exponentialgröfsen, deren Exponenten 
aus einem vollständigen Ausdruck 2ter Ordnung mit eener Variablen dadurch 
erhalten werden, dafs man für die Variable alle positiven und negaliven ganzen 
Zahlen setzt. 

Doch ich vergesse ganz, dafs ich Ihnen dergleichen nicht so weitläufig 
auszuführen brauche. Ich will Ihnen daher nur die Resultate kurz hinschreiben. 


Es ist nach Ihrer Bezeichnungsart in den Vorlesungen, 


n= 4x n— +2 = ne 
Ft, (v, pP. — > p" Fe I,(v, p) u por N )2,0 +-1) 
ei n= —% 
es Sage n= +% 
2 as 3 1(2n-D)?,Q 
J(v,p u (—1)"p" ee" , $,(v, p) = (—1)" par et n-+1) a 
nZ —% n=—& 


Wenn nun X irgend einen von den Indices O, 1, 2, 3 dieser 4 Functionen 4 
bezeichnet, 


m 


o sind die 16 neuen Reihen durch folgende Bezeichnungen gegeben: 
p13(0; w, 9,4) = ge" I,(v-+ 2ne, p) 

pr2(d%,W,P,y) = Ey eer+Deg, (o +(2n-+1)e, p) 

1%, wW,P,4) = ZI" ge" I, (v + 2ne, p) 


pr, Ww,P,Y) = FENDER’ EC +De I, (od + (2n-+1)a,p), 


oder auch 
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p.,%w,P,qQ) = Zp"” ed" I, (w--2meo, y 

(8%, P,4) = pre tW I, (we (2m-+4-1)o, g) 
1,15 W,P,9) = Z-D"p" ed, (wma, q) 

9x0 w,P,4) = =(—1)” ya +D° ger +Dv I, (1 + (2m--1)e,g). 


Wie Sie sehen, hat die Function 


m 


f 3.3 ®, m, P> 4) een z2yp TR ern ra 1 Pyn 
die Form der angegebenen Doppelsumme. 


Diese Function 9 habe ich nun auf ähnliche Art behandelt, wie Sie 
die Functionen % behandelten, um von denselben aus auf das elliptische Integral 
zu kommen. Die Resultate dieser Arbeit sind bis jetzt ungefähr folgende. 


Ich will kurz setzen g;,(v,w) statt y;,(v,w,p,g,o) und %;, statt 


4;1(0,. 0.9, @) Der Index ? gehört zu v und », der Index Ak zu = und 45 
der Modul & gehört sowohl zu ® als zu ww. 


o 


Setzt man 
23 Pa ; Pu Pr 2 F2,0P%2,3 


Oo wu ‚ı = —— u = 


) 9 i ” 
93,303, P;0P3.2 Y;,0,f3;5 








woraus z>4>>u folgt, und bedient man sich der von Herrn Prof. Richelot 
eingeführten Bezeichnungen, 











> ) - -%) > 
“= 1—x, keliml, a l1— uw 
WEER 2 0 2 E 2 
uU, =ı4% u 55°, u, me A ud 5 bh, = X hl, 
so wird 
Po3Po.2 > Fı,oPo. Fo Pu3 
zZ, = u . bh = I. u, nt BAER Dal 
P3 3 f3. P30uP%32 f oP3.3 
PııFfus Pr; a Y,1ıF02 Pa. P,1ıFo.o Pa. 
u, = 2, u UL: = 


Ya. # ’ pri £ 
P30P32P3,3 P;uF32933 P;0P3,2P93,3 
Damit Sie alle Formeln, die sich auf die Moduln beziehen, beisammen haben. 
bemerke ich noch folgende, die sich aus den vorstehenden Formeln ergeben 
































2 . 2 . 2 i 
0 2; Au, u, Fı2 Di ur, h Pı.3 "x ur, 

BE ’ uni >? - St ui A 
P;.3 hu, P; 3 Au, P3;,3 k, 
Fa _ le Pr2 __, Alı$, Pu __ MR,M, 
P;,; Ah, ° P53 hu, ’ P5,3 hu, 

? 2 on 2 
u ARE. P3,0 % uf, P3,2 um, Ä, 
a Me u - ’ ERDE | 
P3,3 h 33 } hu, 3; Ah, RM, 
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Seizi man ferner 
| p ‚(v, w) 
| ) 2 . eo 7%) 
hu p,u(t, W) 
A, 5 ,,(v, %) 
2) l I. P: „ı AN =. 41-2 )d-z ’ 
AU 2%, Im ) \ - 
so wird: 
f;,(t, W) 
3) Zyhzttı 
ud; w) 
vl, d—r,) dr) Ar) Au’, )] Eye, de) dr, ) Ar) dur) N 
F L—L, 
2 Aut P5,110 W) e . E 
1) an. na dog) r) 
Au f, ,(%, w) 
Au, 9g2,(v,W) 
5) — = -— — 1— Hr) 1—4r;) 
zu 90 ©) 
ut, 92,(v, W) 4 4 | 
6) et N, 1— wr,) 1— ur) 
ah p ,(v, w) 
r u, Au, 9,,(0 W) | 
| bs > f 
) hu Pond; w) 
vla—rr,) d—u’r,) a, dr) dr) JE YA) ur ar, dar) de) ] 
. Au 7 
8) u Au, P,,(0, ©) 
, zu rw) 
ivIt-rrr,) d—u?r,) x, dr, ) AA, )] Ey da x) dur), Ar) d—Ar,) N 
u u 2,—K, 
nn 43 ht, Pos" W) 
ah P5.n(d5 W) 
\yld- ‚)d—®r,) x, dr, )A—u’r,)] EV Le) d—A’r,)a, A—r,) d—u’r,) |? 
PER Per, | 
1, u, ),u, Pi,(d ©) 
10) on 
Po,u(d, W) 

p) 2 u 2 
vlt) drtr,) a, Ar + vl da, )d—rrr,) a, AAa,) ou it 
KR. a Kr, 

11) %| u, h, PB} : fıa (v, ) 
J Po,n1d, u 
) R en Bin 1,1% 
vldoa,) dr.) a, dr) Mut, 20) + y [dr )d—R) a, d,) Au ol 
A. 


A > ut 7 1 


- 




















ax 
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x Aut, P,;(0, w) 


12) 





u Pou(%; w) 





| vId—r,) d—u ya, Ar, \A—A”.r )|) + yV[d—r,)d—u’r,)r, d—r’r,)( Ir, )| % 





K—K, \ 
13) det, Laute ©) 
« ‚ \ $ e- 
% P,0u(%; w) 








vl»; 1—r’r,) I—r,) (1 —)’r,) d—u’r,)]+ vl.r, (1—r’r,)d—.r,) ( Ir) A—utr, )| I’ 


2, 





Ak u; f;,(v, w) 
ka ar at 


) fd; 0) 





(vl, d—.r,) da, ) der dar) VLr, dr, ) dor,) dr) dur) 


t 2r.—ı % \ 


2 TR 


u u u, p;,,\0, W) 


u Fo | v,W) 





15) 


Be ,. is, ( lI—u’r, \( lI—ır, )Ä 1— X? )( I-i:r, ) + vl, du’, ‚d—a,)I—r’r, )( 1 Mr, | ‚2 
re r—r te BEL 5 
a 








Diese 15 algebraischen Ausdrücke von ©, und x, sind genau dieselben, von 
welchen ich in meiner Doctordissertation die Vermuthung aussprach, dals sie 
sich sämmtlich auf gleich einfache Art als gebrochene transcendente Functionen 
der zwei Argumente v und  w würden darstellen lassen, und zwar mit oe- 


.— 


meinschaftlichem Nenner. 


Die partiellen Differentialquotienten von y(z,2,) und yI\l—x,)1—.r,)| 
kann man sehr bequem darstellen. Man setze 











1-12 j— Mr 
du = de, + -— dr; 
v(IX,,%, A, u) 2 Y(x,,%, A, u) 
1— u?’r | 1— u?!r, 
du — — —t_ de, + — Ti — de. 
v(X,,% 4, u) ' Yla,,%, A, ft) 
Wo 
(2,%,4,u) = el—r)(1—zr) 1—He) 1— ur) 


ist; dann erhält man unmittelbar 


ya, 2,) | 
d—u’r )d—u’r,)]ou 





au — 
vr v| 


VI, A-u’r,) dr, ) Ar, ) dr, )])— vr, dur) dor, )\ I—'r, d—2?.r,) | 











Fa 
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9. Order, )] 
k v[d—u'r )d—u’r,)]ou 











vl, d—u?r,).r, dr, ) Ma) — yldor,) dur, ) a, d—err,) AA, ) | 


Ka U 


2 l 


9? oy(a,,) 
— 2u; m >— 
A Id—i.r, \I—A’r,)]ou 














u 


oy|i—r, )i—.r,)| 
v[d—)®.r, )d—2°r,) ]ow 





2u; 





yldor,) d—,r,)a, dr, ) dur, )]— vr, ) dr), RR, ) l—u’r,)] 


&ä —,jT, 


2 
- 


Wird dann gesetzt. 


du = Adv — Ddw 
du — Adv - Bodw, 


so eroiebi sich 


nn 

















Ola, a 4 Ov(x,X,) q' ? Y(x,x,) 
( FR ov u. ou e. ou’ 
A.) 
| 4 44 4 
Oy(IX,X,) OyiE,&,) | ‚oy(xX,X,) 
= — B — +- B r n . 
coWw ou ou 


und Ahnliches für Y|4— x,)(1— x:;)]. 


Die Differentialquotienten von y(z,2,) und y[1—x,)‘1— x,)] stellen 
sich je als Producte von zwei jener 15 gleichberechligten algebraischen Aus- 
drücke von x, und x, dar. Wenn Sie daher in den Gleichungen (A.) statt 
r, und ©, die Ausdrücke in © und :e substituiren, so erhalten Sie die Diffe- 
rentialquotienten von 





pt, w) p, 1%, W) 
Pd W) Pd W) 


durch die übrigen Functionen g dargestellt. Die Ausdrücke für diese Diffe- | 
rentialquotienten, wie auch die oben mitgetheilten Werthe der übrigen 13 alge- 
braischen Ausdrücke, habe ich gefunden, indem ich genau denselben Weg 
einschlug,. auf welchem Sie uns in den Vorlesungen von den Functionen 9 zu 


den elliptlischen Integralen geführt haben. 
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Von den 16 Functionen %;,(v, w) verschwinden für v=w=—0 die 

6 folgenden, 

pu(% WW), Prıld, WW), YPı2(d,w), 

p1ı9%,w), 9,3% W), Y;,1(d, w), 
als ungerade Functionen der Variabeln v und w. Die Constanten A, B, 
4’, B', welche Functionen der drei Moduln z, Z#, u oder der Gröfsen p, 4, « 
sind, setzen sich nun aus den Werthen zusammen, welche die 10 Funclionen y, 
die für v»—=w==0 nicht verschwinden, und die Differentialquotienten der für 
diese Annahme verschwindenden 6 Functionen 9, für v—=w==() annehmen. 
Vier von diesen 6 Functionen lassen sich auf die beiden übrigen zurückführen. 
so dafs im Ganzen in den Ausdrücken von A, A’, B, B’ noch die Werthe 
zu bestimmen übrig bleiben, welche die 4 parliellen Differentialquotienten von 
2 jener 6 Funclionen für v=w=( annehmen. Es ist zu vermuthen, 
dafs auch diese Werthe der Differentialquotienten sich auf eine einfache Art 
auf die Werthe der andern 10 Functionen für v—=w=—=0 zurückführen 
lassen werden, nach Analogie Ihrer Gleichung 9 (0) = 4(0)4,(0)9,(0); doch 
ist mir bis jetzt diese Reduction noch nicht gelungen. 

Über die Intervalle, in welchen die Grenzen x, und x, liegen, und 
über die Indices der Perioden, erlaube ich mir, noch einige Bemerkungen 
hinzuzufügen. 

Wenn v und w beide reell sind, so liegt x, zwischen — x und 0, 


) 1 r . 
2, zwischen 1 und —-- Wenn aber v und w beide den Factor y—1 haben, 


1 1 n 
so liegt x, zwischen O und 1, x, zwischen — und —: Durch Anderungen 


v 


von v und w um die halben Indices der Perioden kommen die Grenzen 
und x, in andere Intervalle zu liegen. 
Was die Periodieität betrifft, so sind die 4 Indices von v: 

in, 0, logp, ?2e, 
denen nach der Reihe die Indices von w: 

0, in, 2a, logg 
entsprechen. Ich habe noch nicht streng untersucht, zwischen welchen Grenzen 
die ganzen Integrale zu nehmen sind, damit sie diesen Werthen gleich werden. 
oder vielmehr, welchem von den 8 ganzen Integralen jeder der 8 Indices 
von v und ww gleich wird. Man kann sich aber «a, b, «', b' immer so be- 


stimmt denken, dafs 
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1 
/ a— ba j 4 a+hr 
2/ u , 2/ iz —= 0 
} ? HK. /. it) 2 } Ko 4A, U) 
x 
a 
& a b'a i 4 «a | Ir 
2 / da 0. 2/ u Ted de = n 
v(IX,%,A, U) 4 v(2,%,A, u) 
PEJ 


Dann müssen 2, Y%, @, wenn man mit & und &, die posilive oder negalive 
Einheit bezeichnet, den Gleichungen 








m  a+br N fr" a+br Ay 
2e/ — di —= tlogp, 2 / ei dr = Ra, 
v(x,%, 4, u) . Y(x,%, 4, u) 
il ‚ l er 
l 
 a+b'r or ' " d-+br . 
2E/ ach hg VD ch! 2e/ rc dc = ?loe 7 
v(2,%,4, 4) . y(X,%, 4, u) . 


BR l 


venügen: und dazu ist die Bedingungsgleichung 


y- dx f9 „dr f’ x dx / v dr 
ei — - —E - - 
I Ms, um) (4,7, A, u) . Y(x,%,A,U) x v(X,%,4, u) 




















— S. 0 —L. 
) | 1 ) 
£: dr Bi vr dr u x dx ” dx 
er Due Rh a A 
u v(2,%, 4, U Js y(2,7,4 4) u vi, %, A, U)u v(IX,%, A, M) 


erforderlich. die auch unter der Form. 





i l 
ä | (y—3)dydz nr (y—z)dydz 
« } \ ) , Kr ir u) } ( #, 2, u) e 4 17 (5 L, h, u) y (7, %, Ah, u) J 
PA 


dargestellt werden kann. 

Diese Gleichung ist entweder eine ödentische, oder aber die Moduln 
z, ), ıı wären nicht alle drei willkürlich anzunehmen, sondern einer als Function 
der beiden andern aus dieser Gleichung bestimmt. Da ich nicht im Stande 
war, von vorn herein der Gleichung anzusehen, ob sie identisch sei, oder nicht, 
so liefs ich vorläufie die Sache auf sich beruhen, und absolvirte zuerst den 
Beweis, dals die Funelionen g wirklich auf ein hyperelliptisches Integral 


führen. Nachdem dies geschehen ist, und ich wenigstens zwischen den für 


0 
2 


Es 


z. 4. (u angenommenen Werthen. 





f ) ‚4 > . Yf 0% 2,2 Y ,0F 2.3 


4539, Ps Pu Pa3 
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keine Relation entdecken kann, soll es nun meine nächste Arbeit sein, die 
Gleichung zwischen den Doppel-Integralen zu untersuchen. Ich halte es für 
das Gerathenste, zu diesem Zwecke das Abelsche Theorem auf Doppel-Inte- 
grale auszudehnen, worüber Sie einen Fingerzeig in Ihrer Recension von 
Legendres „Trait@” gegeben haben. Es ist anzunehmen, dafs auch zwischen 
den vielfachen bestimmten Integralen hier Relationen Statt finden. Eine der- 
selben ist schon von Haedenkamp, nachdem Sie das Resultat vorher erwähnt 
hatten, im Crelleschen Journal bekannt gemacht. So viel ich mich erinnere, 
ist es für die nächste Gallung hyperelliptischer Integrale ein 6faches Integral. 
das dort 4 proportional gefunden wird, und die Erweiterung der Relation ist, 
welche zwischen den ganzen elliptischen Integralen der ersten und zweiten Gat- 
tung Statt findet. 

Wird A=u==0 gesetzt, so wird die in Rede stehende Gleichung von 
selbst erfüllt, wenn &= — e, gesetzt wird. 

Es wäre vom höchsten Interesse, nun auch die Reihen 


,/Urn,,m,, m;,.m„_ı) 


[— 


zu untersuchen, in denen f(m,, m,. m;, .. m,_,) eine vollständige rationale 
ganze Function der a—1 Gröfsen m,, m, m;, .. m,„_, vom zweiten Grade 
bedeutet, und die Summe > so zu nehmen ist, dafs diesen n—1 Gröfsen 
die Werthe aller ganzen positiven und negativen Zahlen beigelegt werden. 
Nach der Analogie der ellipiischen und der ersten Classe der hyperellipti- 
schen Integrale sollte man erwarten, dafs diese Reihen auf das hyperellipti- 
sche Integral der (n—2)ten Classe führen werden, in welchem die Gröfse 
unter dem Wurzelzeichen auf den (2n)ten oder (2Rn—1)ten Grad steigt. Dieses 
Integral hat aber nur 2%” — 3 von einander unabhängige Moduln, während in 
der Reihe, wenn man die (n—1) Coöfficienten der ersten Potenzen der 
n—1 Gröfsen m, als die n—1 Argumente betrachtet, A(n—1)n Moduln 
vorkommen; wenn man nämlich Moduln die in die zweiten Potenzen der 
Zahlen m, multiplieirten Gröfsen nennt. Man sieht leicht, dafs diese Reihen 
sich auf dieselbe Art behandeln lassen, wie die % und %, indem man nämlich 
den Satz, dafs sich eine Summe von 4 Quadraten noch einmal als Summe 
von 4 andern Quadraten darstellen lälst, auch hier in Anwendung bringen 
kann. Es ist daher ein Weg da, um auch von diesen Reihen auf die zuge- 
hörigen Integrale zu kommen. Für die nächste Reihe mit drei Argumenten 


Zerm’ton ?+ck?-+2dnk+2ekm-+?fmn-+2um +-2un+2wk 


3 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft +. 44 
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welche auf die Form. 


I .re"p,,(u42kß, v+2ky, p, 9, @); 


zurückkommt, wird sich die Sache mit Hülfe der für die Function g schon 
eefundenen Formeln ohne gar zu grofse Schwierigkeit ausführen lassen. In- 
dessen werde ich auf jeden Fall erst die Functionen % von 2 Variabeln zu 
ergründen suchen; vielleicht eröffnet sich mir dadurch ein neuer Gesichtspunet 
für den Gegenstand. Der Weg, von den Reihen zu den Integralen über- 
zugehen. wird bei einer gröflsern Anzahl Variabeln nicht etwa wegen der 
Methode. sondern wegen der ungeheuern Anzahl von Formeln, aus welchen 
man die passenden heraussuchen mufs, so sehr unangenehm. Schon bei den 
Funclionen op war die Aufgabe nicht ohne Schwierigkeit, und nur die Ana- 
logie mit den Functionen 9 und die Vorarbeit über die dreifach periodischen 
Functionen setzten mich in den Stand, mich schneller in dem Labyrinthe 


von Formeln zurechtzufinden. 
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11. 


Breslau den 153. Mai 1840. 
Was die noch in Frage stehende Relation zwischen den Indices der 
vier Perioden betrifft, so habe ich versucht, ob die Ausdehnung des Abelschen 
Theorems auf Doppel-Integrale, welche Sie mir bei meiner Anwesenheit in 
Berlin mitzutheilen die Güte hatten, das geeignete Instrument zur Erledigung 
dieser Untersuchung sei. Es handelt sich hier freilich nur um die Vergleichung 
zweier Doppel-Integrale; allein die Ansätze können hiezu sehr verschieden 
gemacht werden, und es ist im Allgemeinen eine sehr verwickelte Aufgabe. 
über die Realität und die Grenzen der Intervalle der Wurzeln von 2 Gleichun- 
gen mit 2 Unbekannten Rechenschaft zu geben. 
Bezeichnen X und Y die Ausdrücke. 
X—= (v—- 2), — ı2)(a, — 2)(a,— x) (a, — x) (a, — %) 
Y= (say) —y)g—y),—y)(,—y)(w—y). 


so haben die Integrale, um welche es sich handelt, die Form 


ee ii 
Fr y(A } } 


Die Summe zweier solcher Integrale soll gleich O werden. Die zu integrirende 

Function ist aber in Bezug aul x und y symmetrisch. Setzt man daher 
z—a)(y—a) =t, (e—b)\y—b)=u, 

und führt statt x und y die neuen Variabeln ? und « ein. so verwandelt sich 

das zu untersuchende Integral in 


JH: dtdu 

vEit,u’ 

wo F(t,u) das Product aus 6 Factoren von der Form A-- Bt-- Cu ist. 
Zwei Galtungen von Ansätzen habe ich nun vorzüglich untersucht. 


Der eine ist von der Form: 


\ > 


[(z,y)=(a — 2), — 2)\(P— y)—y'.(9;— x), — 2)(a,—Y)(w—y)—=0 


6 
par, y)= (a1 —Yy)a—y)(P— 2) —7.(W;—yY)(a, —Y)(a,— 2)(a, — 2)—0, 


wo p(a,y)=f(y,x). Für jedes Paar conjugirter Wurzeln x, y der beiden 





Gleichungen, f/=0, y=0, erhält man die Gleichung 
El did A y(r—y)’dpdy 
vA.N) fo) —-Fn)pia) 


14 * 
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Die Ausdrücke 


f(z,y)—-Yp(a,Y) fl, )—yYp(z,y) vfi,y)—xp(x,Y) 
ey ’ Du A 9 _ Auee 








werden aber symmetrische Functionen von x und y, d.h. ganze rationale 


Functionen der beiden Gröfsen 
t = (er —a)\(y—a), u= (e—b)\y—b), 


und zwar der erste Ausdruck in Bezug auf Z und v vom ersten, die anderen 


heiden sind vom zweiten Grade. Ferner hat man 
17] N eo R ’ r u R BEN, f U 2 Be y ! \vff \ 
[()y (y)—ypia)f(y) = b—-a(2 —y)iy(d)w(u)— w(t)y (u), 


wenn 





(x,Y) QIX,Y) 
/ bh: de — ı(t, u), 
Zt 4 v 
rf(a,y)—yp(x,Y) vlt 
Tege P\ u) 


oeselzt wird. 


Aus der oben aufgestellten Differentialgleichung erhält man daher nach 
einem bekannten Verfahren die Summe zweier Integrale von der Form 


dt du R 
4. (FL) , gleich 0, wenn man als Grenzen die Werthe nimmt. welche die 
} u) 


beiden W aa der Gleichungen 


si =, v(t,u) —= 0 


für die Grenzwerthe der beiden variabeln Coöfficienten 3 und y annehmen. Die 
Anzahl der Ansätze von dieser Form ist sehr grofs, weil man in denselben 
die Constanlen «,. &. .. a, auf sehr verschiedene Arten mit einander ver- 
tauschen kann. Ich habe aber unter ihnen keinen finden können, bei wel- 
chem die Grenzen der Integrale sämmtlich in die verlangten Intervalle zu liegen 


kommen. 
In der anderen Galtung von Ansätzen, welche ich betrachtet habe, 
sind die Functionen f(x,y) und p(x,y) von der Form 


f(2, 3) = (0 — 2a —y)—m(@— 2) —y) 


px, y) — (ya — 2); — Y)a,— ya, —y)—Nn.(,— 2) — Ya —Y), 


wo »n und r oder vielmehr ym und yrn die neuen Variabeln sind. Hier sind 
f und y geradezu symmetrische Functionen von & und y und daher ganze 
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rationale Functionen von £ und u: f vom ersten und p vom zweiten Grade; 
mithin erhält man aus diesem Ansatze wiederum die Summe von nur 2 Inte- 
gralen der angegebenen Form gleich 0. Er führt indefs eben so wenig zum 
gewünschten Ziele, als andere weniger regelmälsige, an welchen ich mich eben- 
falls längere Zeit versucht habe. 

Ich entschlofs mich nun endlich, die Richtigkeit der in Frage stehenden 
Gleichung durch Reihen-Entwicklung zu prüfen. Ich hatte einige Scheu vor 
dieser Arbeit, weil die Methoden einer solchen Entwicklung nicht gerade auf 
der Hand liegen. Nicht ohne viele Mühe und nach mancher beschwerlichen 
Rechnung gelangte ich endlich zu den Reihen für die 8 einfachen Integrale, 
aus welchen sich die beiden zu untersuchenden Doppel-Integrale zusammen- 
setzen. und hatte nun die Freude, die in Frage stehende Relation in den 
4 ersten Gliedern, welche ich berechnet hatte, wirklich bestätigt zu finden. 

Ich versuchte jetzt wieder auf's neue das Abelsche Theorm, das ich 
auf alle mir zu Gebote stehende Arten handhabte, auch durch andere Methoden, 
wie rationale Substitutionen, welche ich unmittelbar auf das Doppel- Integral 


" a. A Mn ’ i 
Fi ’Fu) anzuwenden versuchte; aber vergeblich. Vielleicht ist der Weg, 


welchen u eingeschlagen habe, ein ganz falscher. Denn es ist ja gar nicht 
nothwendig, dafs diese Relation zwischen den bestimmten Integralen sich aus 
einer Gleichung zwischen unbestimmten Integralen müsse ableiten, und diese 
letztere sich durch eine «algebraische Relation zwischen den Variabeln müsse 
erselzen lassen; und dies habe ich bei diesen Versuchen immer stillschweigend 
vorausgeseizt. Ich habe deshalb zuletzt die Methode anzuwenden versucht, 
welche Legendre zum Beweise der Relation zwischen den ganzen elliptischen 
Integralen von der ersten und zweiten Gattung gebraucht hat, nemlich die 
Differentiation nach den Moduln. Ich schreckte aber bald vor der Compli- 
cation der Rechnung zurück. 
Nun noch Einiges über die Art, wie ich die Reihen-Entwicklung an- 

gestellt habe. Wenn, wie vorher, 

A —= (1 — 2) — x)(a, — x) (a, — x) (a, — x)(a,— x) 

Y= (1—y)(a—y)a—y)a—y)(—y)(—y) 
gesetzt wird, und 


au << GG u <a < U 


ist, so hat man nach Ihrem Theorem: 











332 28. Schreiben des Dr. Rosenhain an Hrn. Prof. Jacobi üb. hyperellipt. Functionen. 


ie; da BR ag dx Yu dr 
I a) Ent. 











da dt dl 
ri dr f dr | Fin dx 0 
yA i yAX . yÄ Bu 
{ dt dl, 
Pr rdr U rdr 6 rd 
SEEN ui a nn ze (} 
’ v(—-A) . v—X)'!. v(— A) 
‘! (dt «dl. 
5 rdr rd | u dx 
a. ES ee ee" ch” Ta 
j } A € } “ Y er } A 
a “, a, 


und hieraus erhält man unmittelbar , 


— Ir dy . („—y)dırd) 

M = FF ze wi & 

{ RB Ta ; 5‘ TE: . su 
2 / ide (x —y) )dırdy fl * ar 
- -AY) ir) 

I ’E (w—y)dady f Y (w—y)dady 
Kar). « v—AXY) 








7 0 ist die Relation zwischen den ganzen Integralen, um welche es sich 
handelt. Für die canonische Form ist 
+ 0 1 a | 
d -  ® - d> — IR zu — “ d —- ar % U- ——— er , — wa 
1 a. ? . 3 4 4? s { 7? ’ { u? 


und daher werden. wenn 
A z(1— z)1— Ar) 1—- Wr) 1— wur) = (2, #4, u) 


veselzt wird, die drei Formen des Ausdrucks M folgende: 


Ya N: y)dırdy / f (a—y)dady 

„% 4 M).() A ‚u)) 2 v(—(#, %, A, u). (Y» % h, u)) 
m F fr P—y)drdy Br re (e—y)dır dy 
Te FE ),4).(Y, %, A, M (44 0)(9% 4, M)) 


Fi Be — L. 























- ff f (& De ef f (ve—y)daxdy 
Y(—(x,%, 1, ).(Y,%, A, u v(—(x,%, 4, u)(y,%#, A, u)) 


Ich habe nun die dritte Form des Ausdrucks M gewählt und sie nach 
Potenzen von #—u° entwickelt. Zur Reihen-Entwicklung habe ich mich 
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einer von Dirzchlet bei den elliptischen Integralen angewandten Methode be- 
dient, welche mir Joachimsthal vor längerer Zeit mitgetheilt hat. Sie beruht 


auf der Gleichung 





ji dp . 
. cosp’+b?sing® Rab 
Sind nämlich « und 5 irrationale Functionen von z, z.B. a — y(1—x'), 


»—y(1—z°’x°), so hat man 


1 dx Ad f' F dpdx 
u af vda—ar)i—ar)) 4 95 Ar?) cospy’+l— rar’) sing‘ 


) ( 
== Be dg dx 
74 J 1— 1? 1°(p, x) 


Die Integration wird nun zuerst in Bezug auf x ausgeführt; dann wird nach 








Potenzen von 2 —=1—%° entwickelt und jeder einzelne Term der Entwick- 
lung in Bezug auf  integrirt; und so erhält man die von Legendre gegebene 
Entwicklung von F"=K für den Fall, wo z nahe an 1 liegt. 


Ich bin in meinem Falle von dem dreifachen Inteeral 
o 


Pf fi X (@e + Br?) dpdwdr iR (e+Pax’)dı 
P ‘ > r > v> er ur: > za TI TIW 
’ 7 JA cosp’+ B*sinp?)(C*cosw’+ D" sin ı°) nn ABCD 


X, 








ausgegangen, indem ich 

A=-re.’—ı, BR=-rf’—, (=, Der? —1 
geselzt habe. Nachdem linker Hand die Integration in Bezug auf x zuerst 
ausgeführt ist, theilt sich das Integral in zwei Theile. Der eine ist in Bezug 
auf y, der andere in Bezug auf w von der Form 





[ 7 dp 
. a?cosp’-+b*sing’ ° 


0 
so dafs nur noch eine Integration für jeden Theil zu leisten ist, welche erst 
nach der Entwicklung an den einzelnen Termen ausgeführt wird. Ich habe 
auf diese Art das Integral 


f (et Ba°)dır e> ff (a+Pßx)de 
NER) AR) (ua —1)) SI Via, A, W) 





dA 


3 


nach Potenzen von #°— u” bis zu (A’— u”) incl. entwickelt. Die Entwicklung 





a 1 1 
der ganzen Integrale in den Grenzen O und 1, 1 und =. und — nach 
g Z: _ 


2 
4 


Potenzen von 4°— u” macht weniger Schwierigkeit. Der logarithmische Theil, 
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TI. 


(«+ Pax)dı 
V(x, %, A, u) 





welcher in der Entwicklung von / enthalten ist, fällt bei dem 
l 


uU 


ı 
f* I (2 —y)dıdy 
4 I Van, 2, u)(y,%, 2), u)) 


weg. und die Entwicklung dieses Integrals nach Potenzen von 4° — u? stimmt 


Doppel - Integral 





in den 4 ersten Gliedern, welche ich berechnet habe, mit der Entwicklung von 


1 
Se F# (e—y)dxdy 
SU v(—(x,%,4,u)(y, %, 4, u)) 


vollkommen überein. 




















98. Schreiben des Dr. Rosenhain an Hrn. Prof. Jacobi üb. hyperellipt. Funetionen. 335 


111. 
Breslau, den 21. Maı 1847. 

Meine Coneurrenzschrift hat die Devise aus Göthes Iphigenie: 

Das Wenige verschwindet leicht dem Blick, 

Der vorwärts sieht, wie viel noch übrig bleiht, 
Sie werden dieselbe um so passender finden. wenn ich Ihnen sage, dals ich 
mit der Arbeit eigentlich nicht ganz fertig geworden bin, sondern mich habe 
beeilen müssen. um nur noch den Beweis mit aufnehmen zu können, dafs die 
fast zu ausführlich behandelte Transcendente p wirklich auf das hyperelliptische 
Integral führt. 

Der Gang. den ich in meiner Abhandlung genommen habe, ist kurz 
folgender. 

In einer kurzen Einleitung erörtere ich zuerst den Stand der Frage, 
und setze auseinander, dals ich das Problem nicht direct, wie es gewöhnlich 
gestellt wird, angegriffen, und die inversen Funclionen der hyperelliptischen 
Integrale gesucht, sondern mir aus den Zählern und Nennern der dreifach 
periodischen Funclionen zweier Variabeln, welche die inversen Functionen 
der elliptischen Integrale der dritten Gattung sind, neue Transcendenten nach 
demselben Gesetz gebildet habe, nach welchem sich die Zähler und Nenner 
der eiliptischen Funclionen aus dem Zähler und Nenner der einfach periodi- 
schen Function tanggy zusammensetzen. Die Quolienten von je 2 dieser neuen 
Transcendenten, bemerke ich, seien Funclionen von 2 Variabeln mit Afacher 
Periodieität, und daher sei die Untersuchung derselben und ihrer inversen 
Funclionen an und für sich von Interesse. Sie lielsen sich eben so behandeln, 
wie die Funclionen 9, und ich hätte nun umgekehrt als ihre inversen Functio- 
nen, durch die von Ihnen für die Functionen 9 gegebene Methode, die erste 
Galtung der hyperelliptischen Integrale der ersten Classe gefunden. 

Zur Sache selbst übergehend, entwickle ich ganz kurz Ihre Formeln 
zwischen den Functionen 9, mit 4 verschiedenen Argumenten. wobei ich mich 
der Zeichen Ihrer Vorlesungen bediene. Darauf leite ich mit Hülfe dieser 
Formeln die Ausdrücke der dreifach periodischen Functionen ab, welche die 
inversen Funclionen der elliptischen Integrale der dritten Gattung sind. Dann 
bilde ich aus der Funelion 


e? I. w | 


l 


2A, ge" 9(w— 24, y). 


welche einen der Zähler der dreifach periodischen Functionen bildet, mit Hülfe 
Crelle’s Journal £. d. M. Bd. XL. Heft 4. 15 
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eines neuen Moduls p, die Reihe 


m—TL 


9,3%, P,g, A) = 14 Ep" ie" I, (w--2mA,y+e"”"I,(w— 2mA, g)} 
mm] 
m +75 
— 2 pe" 9, (w--2mA, g) 
nz—n 
n=—+X% 
mu. < n Inıv d | ‘ \ 
— 4" ee" 9,(v +2nA,p) 
n——X% 
m.  n2=-7r% 
x < e"' logp+n?log g+4mn d+2mv-+2nu 
zZ —o n=—4 


mnz7T 
( \ | < m yemu —ımw\ 
F,(w,g IE re , | 
m= | 
m==-4-0£ m=+x 
N y" em Sn b> 3 e" lo2g-+?2mu 
Mm —L mL 
aus der Function e“--e”““ mit Hülfe eines Moduls 4 gebildet wird. Von 


den übrigen 15 Functionen y,,(v, w), wo r und s irgend einen der 4 Indices 
0. 1.2. 3 bedeuten, erwähne ich vor der Hand nur, dafs sie Alle dieselbe Form 


ru loap in ?logq 14nn d -?2ma t Inb-} e 


ER 


haben. wo a, b, ce lineäre Functionen von v und w sind. 
Ich behandle darauf die Function Y;;(v, w) auf ähnliche Art, wie Sie 


in den Vorlesungen die Transcendenten 9,(») behandelt haben. Ich zeige, 


/ 
dafs y,,(v,w) zwei Perioden hat, deren conjugirte Indices O und 27 und 


14 WW? 


?zı und O sind; dann, dafs eben so e?g;;,(v,w) und e":7Y,,(v, w) doppelt 
periodische Funelionen sind, und zwar die erstere mit den conjugirten Indices 
loep und 24, O und ?7, die letztere davesen mit den Index-Paaren 27 und O 

87 ses s 


24A und logy; endlich, wenn 


"logg+ w’logp —4Arw fo u 
logp log qy — 44° u A, 





oesetz! wird, dafs 
m_-+to n=+X% 


(v,w) B R >; et Hm logp +?n A,w+2m-+-Anlogg) 


ei), ,(u,w) —= 


ebenfalls doppelt periodisch ist, indem die beiden Paare conjugirter Indices | 
loep und 24, 2A und logg sind. 


Selzt man 


vlogag —2Aw , wlogp —?2 Av Ww 
1 G e = > 








logplogy—44? logp logy— 44’ 
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mithin 
Vlegp+2AW = v, Wlogy+?2AV = w, 
so kann man f{v, w) auch noch auf folgende Arten ausdrücken: 


few) = V’logp-- W’logy -44VW 


») 5) 
v” , Joe» loo« 4 A” 
ii; 051 _ DD / 2 1 








logp loop 
w , logp lleg—44’ y: 
 Jogy | logy 


Drückt man daher ep, ;(v, w) durch F und W aus, so werden in Bezug 


auf diese Variabeln die beiden Paare der conjugirten Indices 1 und O. OÖ und 1. 


Die Ausdrücke von ev). ;(v,w) in v und WW und in ve und V 
f: u, 
sind folgende: 














ni logplong —44° W: et logeplo2 g — 44 n)? (v4 L 
es» log p p;(W,w) = Ze joap ‚.e "Pr 9,(v-2nA,p 
nz—T. 
uU oe plo« A? ln loeplorqg —44? w-+2m. . 
| loe 7 - 4A pr rt p r (7+m)? (u . 1) wg ig 
002g 002 ( a .\ BEEDER: VO ( 00 ( 63 % l 
e p3;(0,w) = 2 e .e 3, (w--2mA,4y). 
MT. 


In dem ersteren gehören zu den Indices logp und 24 von v die Indices © 
und 1 von W, in dem letzteren zu den Indices logy und 2A von w die 
Indices OÖ und 1 von V. Ich benutze diese beiden Formeln, oder eigentlich 
nur eine von ihnen, zur Ableitung der Reductionsformeln von 


Yf 3,3(20, m), P33(0%, 00), 3,;(20, ıw), 


wo 2—=y-—1, auf Funclionen g,,; mit reellen Argumenten, und erhalte mit 
Hülfe Ihres Theorems 


7 











loep Ü). 5 ( N ! 
e &/ 3 (d, P) =_—— | role eı 3 p ). 
wo 
| | ' ) : ' gu . zu’ 
eo» 100 ze SE. zn + & —— i 
087 08 p ) logp ) logp' 


folgende drei, diesem entsprechende Theoreme: 


=” 
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Theorem I]. 


7T 


e'’EPp G ;3(9, w, P; 0; 4) = | (— 





pn ! , ! ! 
). 3,0, w', p,y, A) 


logp 


logp legy — 44?” logp’' logy'— 44" 























- — logplogp' = 
SP 081 logyq log’ 
log p log y — 44° log p' log q’ — 4.4" 

logg’' — ——, logg = 

Ä log yp logyp 

ö in A sv : wlogp —?2 Av 
4 ‚v= I" BRRRPEN...... — 

log» logp log p 

A eu" uw log p' — 2: Av 
24 —— Bu Be za 5) . 


log p' ’ logp'’ logp' 


Das zweite Theorem ergiebt sich von selbst aus dem ersten durch Ver- 
tauschung von v und w, p und g, und das dritte setzt sich aus dem ersten 
und zweiten zusammen. Ich glaube indefs, es wird Ihnen nicht unangenehm 
sein. wenn ich die Formeln auch für diese Theoreme hinschreibe. 


Theorem Il. 





). P3,3 (d, 2, , Pı» Jı» 4,) 


sc 
logq 


e "7 p;,;(%, w,P, 4; A = ] (— 


logplogg— 44" logp, loegy, — 4A} 





x —= logg logg, = 























logp logp, 
logp loeyg — 4.4? log», loeq, —4.4? 
log p, dee } ] j logp BE ep, WE, 1 
log y logq, 
in A tw vlogy—?2 Aw 
4, 5 . ww, —— . D, —— = J 
logy loggq logy 
A — nA aa an MR. log -AiA,w,. 


log q, 


logyq, log q, ? 
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Theorem Il. 


ST 





(v ‚ a / I | a ! A\ 
erw, 1, P, 9A) p33(0, w,P, 4; A) —= ; f33(00,, 20, Pı» (ı, A) 


v(logp log y— 44° 
?—4AA, = logplogp; — logglogg, 
Alogpı + Allogg = 0, Aloggı- A,logp —= 0 


n* — (logp logg — 4.A’)(log p, loeggı — 4A}') 



































' ' n"loggq | logy 
9, — -—. bey = ————- 
08Pı logp ogy— 44° ’ 51 log p' log gy\, — 44 
n’logp log yp’ 
loeg; = —, ley = ——-— 
059: logp logy — 44°? 51 log p' logy' — 44’ 
@ 2 4! 
4’ a" A 4 — A, 
7 logp loegy— 44? — Jogp' log, —4A' 
: vlogqg— 2? Aw vlogp' +2.A w 
er == — - ea 
log p og y— 44° st 
vo logy, —2 Aw,  vlogp+2Aw, 
Ss logp' logo —44: nl 
1 oO I 1 
Bun BER I... logp— 2 Av __ wlogg, +? A v 
’ logplogy— 4A’ nz 
u w logp —2 Av, wrlogp+?Arv 
7 —— d n 12 —,— 
logp' logq,—44' st 
OR a 7 ! ’ r 4 
(vw, w,p,g, A) = flv, wi, Pı> 9ı, Al) 
vlogg+w’logp—4Avw vrlogp+w?logy +4 Av w, 








logplogy— 4.4? Pr ” 


Nachdem ich noch bemerkt habe, dafs man in allen diesen Formeln log, 
logy, 2A um gerade Vielfache von © ändern kann, und auch um ungerade, 
wenn nur gleichzeitig 2v und 2w um dieselben geändert werden (ganz ebenso, 
wie Sie es in Ihren Vorlesungen bei den Functionen 9 gemacht haben), dafs 
man also, wenn man eine analytische Transformation von ;,(0,w) gefunden 
hat, welche von der Theilung eines Index, z. B. des Index ö7 abhängt, mit 
Hülfe dieser drei Theoreme zu den übrigen gelangen kann, welche von der 
Theilung der andern Indices selbst, oder der Summen von Vielfachen dieser 


Indices abhängen, wende ich mich zu den Formeln für die analytische 
Transformation der Function g;,(v, w). 
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Diese finde ich, nach der von Ihnen in dem Briefe an Hermite für die 
Functionen 4 angegebenen Methode, durch Bildung des Products 
/I a“ t d,; wm — b,, P; 4; A) ans Pr, mw, P; 4; A). 


hi} 


Nachdem ich zunächst P(v, w, p, q, A) unter 4 verschiedenen Formen erhalten 
habe. verallgemeinere ich diese, indem ich vo und »» um nte Theile der Indices 


Dadurch entstehen folgende 4 Hauptformeln: 


I. P(v | uam ,w- en P> 9; A) 


vermehre. 





n n 
u nu + 8a, + Plogp-+2yA, 
>>>, _ u . ) 
=>A,. e f33 nw+ 2b, +2PA+ylogy;; 
| CE BEE. 


‘B ; 
"EEE « log» + zZ 2A, 
N _ n 





4% 2 . | -) 2 (u Ba BER. BA, y 
a. een ET ee, 
n n 
Ps y A 
sdlzn,.de ! 
Pa A 


AP+ly, 


‚ Tim 


us ee DEE 1 

<< > i vr 

—— RER | B EEE W- 5 PX) a 3 ? 
kl f 3 r n hı n I 


























Re Pr A 
Di _ 
P»>Ws n 
| Zap) pl ) 28 / 
n - \ ll J > or { N | A N lit \ 
\ r -_- _—— g — -—-- — H 
3. p’e I c > logp, w- re ie 4) 
| 
1 7 2yA kirt 
e+— 2a, 4 4 — , 
Koyto;n n n n 
> " h 2yu ’ 
are ( hye’ Psaynw+ =Zbn+ ylogg, 
/ 1 
wi, 
2, 1 kirt \ 
2 . 
+“ + 
ltr 2)D 
4 ye ; 
/ ce +—-logq, 
BE 
Ps 4» A 
me+ Sa, + Plogp, 
koly, | 234, In | 
+ am.- 28; en er 11 
== u D,,e* (33: er. <b,+ . + ns 
\ 


pP"; 7 ". A / 
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Die Summen 3,,, >,, sind in Bezug auf A von 1 bis n zu nehmen; die 
übrigen Summen in Bezug auf /, y, %, U sämmtlich von O bis a—1. Wenn 
sie nicht als Summen-Indices stehen, bezeichnen diese Buchstaben irgend eine 
der n Zahlen von OÖ bis » —1. 

Vermittelst der bekannten Eigenschaften der Wurzeln der Einheit erhält 


man aus diesen Formeln durch Umkehrung folgende 4 Gleichungen : 























kin \ 
‚ S’ du, , vt-nun + — 
ne+2a,+ | u D hass a), Kr ae“ { 
j 2pu+ryw ‘ oo) 9. u . 
1. nA,,ec" g u +20,+2PA+ylogg,) = 22 II y;; RE lin 
kt N ro, + —; 
Ps, nA n 
pP, 9, A 
1. , kin 
lt +— 2a, 7 3 | 
N N | 
‘ 1 . a lit 
2 n B,ı9; (wt+— Sb, + r 
n n 
N 
= A 
_ 
id n 
/ | Alogp-+? yA 
va, + — E 
Z I 28 # 1 u y = 1 51,4 lin PA n 
= m p" y' | q rg, : 294- +logy 
Ry j" +b, 4 RES EHRDER | 
\ pP, pp A 
1 2yA kin : 
x ‘ r 
vt — Fa I Mienand 
1 N „+ n on ö 
‘ ) Y ) y n 
2 mn- yw EL a go . 
3. n C;,.e Pzinw+  Zb,-+ylogg; 
- 
”",,4 


vo+a-+ £& logp, 


t k—1 „> pP? 72 N R | l— 
u 7 ir Fa BT 284 | lin 
1 9 \o+b,+ + — 





I 


N 


pP» 1% 2 


/ne+ Sa, + Plogp, 
2BA , lin | 
2 22 ! an Bi ma PN) _. x Es — 
’ pi “ Wr | / 
1. n D,;,e 3, 3 I n In ! n I n A 
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Diese Formeln dienen nun zunächst dazu, die constanten Coeffieienten 
As, ) B,\ ’ C;,, ’ D;, 
durch Funetionen g,, mit constanten Argumenten und verschiedenen Moduln 
auszudrücken; dann aber sind sie die Quelle der directen und inversen Trans- 
formation der hyperelliplischen Integrale von der ersten Classe. Ich habe indefs 
dies nur flüchtig erwähnt. weil ich eilen mufste, um den Zusammenhang der 
Transcendenten y,, mit den Integralen nachzuweisen, und habe in der ein- 
seschickten Arbeit die eben mitgetheilten Formeln nur dazu benutzen können, 
um die Werthe von 
Y # (v4 ” Ww) . Phi (Ww\p3 ı (v), 
durch die Funclionen ,,. in denen beide Argumente O sind, auszudrücken. 
Für die einzelnen Gröfsen 
Glas Prılaı 

habe ich keine Ausdrücke durch die Funclionen %,, allein finden können, 
wohl aber für die Funetionaldeterminante von je zweien. Die unten ange- 
hängte O soll bedeuten, dafs # und ww nach der Differentiation O gesetzt werden. 

Was ,,(v, ww) bedeutet, werden Sie sich vielleicht noch erinnern. 
Sollte es nicht der Fall sein, so schreibe ich Ihnen hier zwei Formeln hin. 
aus welchen die Bedeutung hervorgeht: 


pi nie > 


p,3%,Ww) = I ge" 9,0 +2nA,p) 
no ; 
[2 \ et m? ,2mvQO, / 4 4 \ 
p;,(d,w) = 2 pre” d,(w- IM. eye 
mM —L 


wo r und s irgend welche von den 4 Indices 0, 1. 2, 3 sind. 
Die Werthe, welche ich für die betreffenden Functional-Determinanten 
oelunden habe, will ich Ihnen kurz angeben. Ich setze 


! ! / \ ' \ ! Fi.a\ a En: 

f r,3 V® of sl Wwpn—P,1 WW 0% s,1 vo REN D,.: Re. RE B.; 
! \ \ ! \ ! Beh ie ER 

pı,\ Po Pı,\W) —— Pı.; (w),Yı,(0) = BD; = —o D,.. 
2 ‚ ! ' ' 4 NE 

Yf | 2 0% l,s we), — Yf r,| © )yp1,,(t )o _ D,.ı. 


und erhalte dann 
0 Sııf2ufa22fa23 5 Da —(,ıf30uf32f33; Bus: — 1100 Po,2 Po, 
D, ; — Yııfu2fa2f32H D,.12 = 9.103233 35 D,32>= Pı1ıYooPruPsu 
—D.,.:: = (vu f22 P32fo3 5 —D,..3>= (oo f23 33 Po —D.; ı; — 23/33 20 fo, 





—D, — (02 2%2 33,03 —D, „= (vof32Yf33 2,0} — DD, 12 = P22P33Yor30 


— D,. 1.4 Pu fu3 3,3 —-D..= fo2f20f23 3,23 —D, 13 = 03 3,0 Pr3P32- 
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Durch fortgesetzite Anwendung der Transformation zweiter Ordnung erhält 
man nämlich 


D;.01(9 % A) m (fı1.92,0-$2,2-92,3)(P5 1, A) 











D;.01(p* , q; 2"A) (p11-$2.0-P22-923) (ps q> 2") 


wo ich, wie bisher, ,, für g,,(0, 0) geschrieben und die verschiednen Systeme 
der Moduln hinzugefügt habe. Für u gleich © erhält man hieraus den oben 
gegebenen Werth von D;,ı- Die übrigen Ausdrücke ergeben sich dann 
mit Hülfe der Formeln zwischen den Funclionen ,, mit 4 verschiedenen 
Argumentenpaaren und denselben Moduln, welche zugleich, wie in Ihrer Be- 
handlung der Theorie der elliptischen Functionen, die Quelle der allgemeinen 
Additionsformeln sind. 


Den folgenden Theil meiner Arbeit kennen Sie schon, und ich kann 
mich daher in Bezug auf ihn kürzer fassen. Nachdem ich die andern 15 Func- 
tionen ,,(®, w, pP, A) definirt habe, wende ich mich zur Ableitung der 
zuletzt genannten Formeln, wozu ich die von Ihnen für die Functionen 9 
gegebenen benutze, welche ich. wie schon bemerkt, zum Behufe der Dar- 
stellung der dreifach periodischen Functionen gleich Anfangs hergeleitet hatte. 





Sind, wie in Ihren Vorlesungen, 


A m 
“ 


v5 dı, du, dv, 


Zi 


die lineären Functionen von v, vo, v”, v’’, welche der Gleichung 


m | rm? 


tv tv +v”— vr o"{v 
genügen, und sind 
©, w, ww, Wr 
dieselben Functionen von w, w, ww", w"', und 
Du. DR. Br, A 


dieselben Functionen von M, M’', M", M'', so habe ich in meiner Ab- 
handlung nur ein System von 4 oder 8 Formeln gegeben, welche sich in die 
einzige. 


(.) M+M?+M”+M"” — M-+M?-+ M”+ Mı”, 


| 
i 


zusammenfassen lassen. und worin jedes M, M’, M", M" die Summe von 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 4. 46 
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2 Producten aus 4 Funclionen ,, ist, welche der Reihe nach die Argumente 


' ’ „ „ m ‚m 


we e,, eo7 ri, 03 ff, 0 


haben. Die Gröfsen M,. M/. M}. M}' sind ähnliche Ausdrücke aus Functionen 
g,, mit den Argumenten 
. ot r n m ZI r 
%, 0,5, dr, Wi; dr, Wi 5 dı, WW, 
Die Ordnung der Gröfsen M, M’, M'", M" und M,, M/, Mi’, M/' habe 
gewählt, dafs sie den Gleichungen 
2M, = M-M-- M"-+M'" 
2M)ı = M+M—M"—M" 


(b.) | 
ya — M—-M'ıM'"_M!" 


ich stets so 





i 


24" = M—-M'—_M"+M" 





voenürcen. Es reichte daher hin, in der Formeltafel, welche ich meiner Ab- 
handlung beigefügt habe, die Gröfsen MU’ und MY unter der symbolischen 


Bezeichnung 


1 ‚m — a) m .b) m’ .c "m" dm’ + an. IN) m’.c"'n".d"n’" 
(+ .) } ! ; ‚ . 
IM — al)’ m,.bi’ m.’ m) .d’’ m" ta”) nd’ n,.c"’nı.dn!" 


aufzuführen. Die durch Puncte getrennten Paare von Buchstaben bedeuten 
die Indices # und s der Functionen g,,, aus denen sich die Ausdrücke M 
und 4%’ zusammensetzen. so dafs man unmittelbar 


ı 


Lie) _ (2 z" Be ! ER | m Y 27 
MV = 0, rw) In „W)Pn „VW ) Pin „(U >W ) 


n 


m sm 


„ (uf!!! <a 


u,“ 


pn „(u W).4 


(ve m p . (® 
R Rn 


w'\ ( 
IP,” 


hat, und eben so den Ausdruck für MV), wenn man die Indices und die Ar- 
eumente der Funclionen g unten mit einem Strich versieht. 


Jede Seite meiner Tafel enthält nun 2 Columnen mit Ziffer - Aus- 
drücken von der Form (A.). In der ersten Columne gehören je 4 Zeilen, von 
denen jede einen Ausdruck (A.) enthält, zu demselben System von Werthen M 
und an der Seile von jeder solchen Gruppe von 4 Zeilen lieset man der 





Reihe nach 


MeM; MeM: M"eM". M" ce M!". 


In der ersten Columne befinden sich nämlich die Materialien zu denjenigen 
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Formeln, in welchen die Indices der Functionen y,,(®, =) in den Ausdrücken 
von MV’ und MV’ der Reihe nach dieselben sind. In der zweiten Golumne 
dagegen gehören 8 aufeinanderfolgende Zeilen zu zwei Systemen (d.), und 
an den Eingängen einer solchen Gruppe von 8 Zeilen befinden sich der Reihe 


nach die Inschriften 
M ou M,; M' ou Mi; M" ou M); M" ou MM"; 
M, ou M; Mi) ou M'; MM} ou M'"; Mi’ ou M'". 


Der erste Buchstabe jeder Inschrift gehört zu dem einen, der zweite zu dem 
andern der Systeme (d.), welche in der Tafel durch die Gruppe von 8 Zeilen 
repräsentirt werden, und von denen also eines aus dem andern dadurch her- 
vorgeht. dafs man die 4 Argumentenpaare vo’, w“’ mit den 4 Argumenten- 
paaren ©, wi’ vertauscht. Je zwei aufeinanderfolgende Gruppen von 4 Zeilen 
der ersten Columne und die danebenstehende Gruppe von 8 Zeilen in der 
zweiten Columne sind mit derselben Nummer bezeichnet und die darin ent- 
haltnen 4 Systeme von je 4 Gröfsen durch die Buchstaben @, d, ce, d von 
einander unterschieden. Dies ist deshalb geschehen, weil sie nothwendig zu- 
sammengehören. Hat man nemlich für das erste der beiden Systeme, deren 


Elemente in den 2 mal 4 Zeilen der ersten Columne enthalten sind, 
Mr) _—_ (r) | r) Bi (r) _| (r) 
M — A :  B‘ a M‘ — A! + B‘ - 

und für das zweite 


M» 


| 


EI) u D, MV me er) — DV, 


so ist für das eine von den in den danebenstehenden 8 Zeilen der zweiten 
Columne enthaltnen beiden Systeme, 


7) um AH r En “«r) _| (r) 
MV — A" —BV), MV m, Cr = D®, 


| 
und für das andere, 
M» ie ED, MV ae Aw — BP. 


Die 4 mit derselben Nummer bezeichneten Systeme ergeben sich aus einem 


von ihnen. Wenn man nämlich in demselben w"-+- 7 für w setzt, erhält man 


| 
ein zweites. und aus den beiden so erhaltnen Systemen ergeben sich die 
beiden andern, wenn man darin w, w', w’ um 427 vermehrt, «0 aber um 
dieselbe Gröfse vermindert. Ich glaube, dafs diese Einrichtung der Tafel ganz 
angemessen ist. 
46 * 
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Die Art. wie man von den Gleichungen von der Form («a.) zu den 
Integralen gelangt, kennen Sie. Ich beschränke mich also darauf, Ihnen mit- 
zutheilen, dafs ich aus den genannten Formeln zuerst die Modulargleichungen 
oder vielmehr die algebraischen Relationen zwischen den Functionen %,,(0,0) 
ableite; dann die algebraischen Relationen zwischen den Gröfsen 9,,(d, w) 
selbst. Für die Quotienten der ersteren gebe ich die Ausdrücke durch 3 Mo- 
duln z#, A, «u; für die Quotienten der letzteren ihre Ausdrücke durch zwei 
Variabeln x, und .,. von denen sie symmetrische Functionen sind. Endlich 
zeige ich, dals diese Gröfsen x, und x, die Variabeln der 4 hyperelliptischen 
Integrale erster Gattung sind, und zwar von so beschaffenen Integralen, dafs 


die Summe von je zweien mit demselben Zähler eine ganze lineäre Function 
der beiden Argumente v und w ist. 
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IV. 
: Breslau, den 22ten Februar 1849. 
Naeh mannigfachen vergeblichen Versuchen ist es mir endlich am 
vergangenen Sonntage gelungen, die Ihnen bekannte Relation zwischen den 
bestimmten ganzen Abelschen Integralen auf die eleganteste und kürzeste Art 
zu beweisen, und zwar ganz allgemein für den Fall, in welchem die Gröfse 
unter dem Wurzelzeichen auf den 2n‘”" Grad steigt. 


Es sei 
Fit), = (t—a)(t—o ...(t—a,) 
F,(t)=(t—a,.)t— 0,32)... (E—0;,) 


ee. 1 ee 
gt) jr t— EL) t—t ) Di, (—tIu-ı)s 


ferner bezeichne man das Product aus den Differenzen der Gröfsen x&,, &>,.. X, 


n+?2 


mit 
II(z,, &2, ..- 2.) = (Hr) — I) --- (em —Lı) 
(2, —2) ... (2m 8) 
Er. ZA N 
Die in den Functionen F\, F\, %, y, vorkommenden Constanten «,„. 4, 
sollen der Gröfse nach geordnet sein, so dafs sie mit zunehmendem Index 
wachsen. Es sei ferner 
u War 
für alle Werthe des Index m von m—=1 bis m—=n—1 und von m—n-+1 
bis n—=?2n—1, so dafs also mit Ausnahme der beiden Intervalle zwischen «, 
und «,,, und zwischen &,, über +» bis «,, in jedem Intervall, «,„ bis «,„.ı- 
ein Werth Z,, liegt. 


Setzt man daher 














U — f” u. ..;; In )dt,dt, .. dt„_ı 
ve-IMerdFL)E (lt) Fit) Ft) .. Flta-ı) F,(t.-ı)) 

V oo Pe I (tayı $) In+25 ..s an) dtnyı dtn4: . Mm ES, 
v((—t=V E(t„xı) 4 (In+ı PF l(tn42) F, (if. +2) ee FF (t2n—ı) 4 (Ton )) ’ 


so bleiben zufolge der gemachten Annahme die Gröfsen unter dem Wurzel- 
zeichen immer positiv. 

Wird die Integration in Beziehung auf jede der Variabeln 2, über das 
ganze Intervall von {„—«, bis („= «,„,, ausgedehnt, so will ich dies da- 
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durch andeuten. dafs ich setze 


1 — m 
ALLA... 


gi n-2R, er an 
|n-+1, ii 





In diesen Zeichen ausgedrückt, stellt sich die Relation, welche bewiesen 
werden soll, so dar: 


u S +2, 3,.. In 
1,2,...n—1]| |n a 1, _q, st 


Um die Richtigkeit dieser Gleichung zu beweisen, führe ich statt der 
beiden Systeme von Variabeln /, symmetrische Functionen derselben ein, und 
zwar für jedes der beiden Systeme von je n—1 Variabeln ein System von 
n Variabeln, welche die Bedingung erfüllen, dafs die Summe ihrer Quadrate | 


oleich 1 sei. 














Ks sei 
w r Ä Er 
—, t—a, ' T— 4, 
gt) _ I—1,.1—1,..1—tnoı 
Ft) t—a,.1—a, .. t—a,_ı.1—an ” 
i y, | y; N | Ya 
! An I — 0.22 E— an 
zZ pt) 5 t— 1.1.1 — Taı2 .. t— Ton_ı 
EU tat. t— a2... tan. t—Um 
hat man 
+2 + +2 —1 
u ur EZ 


und. wenn »z eine der Zahlen 1, 2, .. n bedeutet, 


) ( (&n) 
LI m 4 ; 
F'(a„) 
( (f„ u) 
2, Blauen) 
” R (&„ ' m) 
WO 
dF(x) Fa) dAF(x&) __ wmraen 
—. =Fl) . —- = Ple 
da da 


eeselzt ist. 
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Liegen die Variabeln /, in den angegebenen Intervallen, d. h. ist 


u.  E 
so sind sämmtliche x, und y,, positiv. Umgekehrt: sind die letzteren 2n Grölsen 
sämmtlich positiv, so folgt aus bekannten Betrachtungen, dafs die 2 Wurzeln 4, 
der beiden Gleichungen, 
p(t) — (0 und p,(t) 2 0, 

sämmtlich reell sind und in den angegebenen Intervallen liegen. 

Da nun jedem System der positiven Gröflsen ©, ©. .. x,, deren 
Summe —1 ist, immer nur en System der Gröfsen 4, %, .. £,_, entspricht. 
welche in den angegebnen Intervallen liegen, und umgekehrt, jedem System 


oO 

der Grölsen 4, f, .. f,_),. Welche in den angegebnen Intervallen liegen, 
immer nur en System positiver Gröflsen ©), 3, .. x, entspricht, deren 
Summe = 1 ist, so folgt, dafs wenn die Integration in Bezug auf 4,4, :- £, , 
über die ganzen Intervalle ausgedehnt wird, in welchen diese Gröfsen liegen. 
sie auch über alle posiliven Gröfsen #7, 3, .. x, ausgedehnt werden muls. 
deren Summe = 1 ist, und umgekehrt. Dasselbe gilt in Bezug auf die Gröfsen 
bnzın Inr29 ++ &. und die Gröfsen yı, Y3, -- Ya- 

Zum Behuf der Transformation der beiden vielfachen Integrale hat man. 


wenn 7, Las... X,_, die neuen unabhängigen Variabeln sind, die Gleichungen : 


























Om _ ; _1_/ Plan 
ot, a Ip — Am Il’ (&@„) ’ 
T ot, ze, 2m _ Um u 
P OS ID — Om t, u . 
oder auch 
ot, Be 2 (a. — &,) / pm) 
OXın T,(@en —t1,) (lt, — @) F'(@,„) ’ 
wo 
T on FÜ) — E -- u de .. nu En e 
’ l- (f,) (t, Be a, \? (tn 37 a, )? | | (l,— @,)? 
In diesen Formeln bedeuten p und »n einen der Indices 1, 2,.. n—1. Man 


erhält aus denselben die entsprechenden Gleichungen für die n Gröfsen y,,. 
wenn man y statt x setzt, die Indices der Gröfsen {, T, « um n vermehrt. 
und p, F'in 9,, F\, verwandelt. 

Aus den vorstehenden Formeln ergeben sich die Werthe der Functional- 
determinanten durch die Gleichungen , 
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Or, Di len 



































ar "ee 
H MR, otn-ı 
4 N ya) 4 (@,).. p(e„_ı) S+ I 1 u 1 
ze. I (@)E'(e,).. Pin) tU—a 1,—e, tl — &n—ı 
m m m n ot ot, ot,._ı 
T,T...T, 1 3+-2<:-< 
or, OL, GE nl 
on-1ı/ 9 (@,) p(e,).. g(an-ı) Fa) + 1 1 1 
BER I'(a,)E'io,)..E'(an-ı) ln) —Ut—a t—a, ta — en 


Die Quadratwurzel soll positiv genommen und das Zeichen der Determinanten 
so bestimmt werden, dafs sie positive Werthe erhalten. 

Den Werth der Determinante 
1 1 1 


.- t, u‘ D. 2. "&, 1 &n—ı 





in passender Form kann man entweder aus den von Ihnen in der Abhandlung 
„De functionibus alternantibus” (Crelle, Bd. XX11.) bekannt gemachten Eigen- 
schaften der alternirenden Functionen, oder aus dem Satze ableiten. dafs das 
Product zweier reciproken Functionaldeterminanten gleich 1 ist. 

Auf dem erstgenannten Wege findet man 


| l 1 


BY - — . .». — 
u, 1—a, In—1— On 








(—1)3”(r—1) IP RR en) II, 5 Bu a 5 Bas) 


. “ 


gy(a)gplea,).. g(a.-ı) 





wofür man auch 








+ 
(tt, —ea)(t, —e,).. (tIn-ı— @n-ı) 
kit, ’ t, In—ı) (RD) F' («,) nr I" (@.-ı) 
rt dopla)g(a,).. pla,.-ı) I («.) 


setzen kann; denn es ist 
E'@).E'@) .. F'a,_,)F'(«,) 
u (JPUIR 
— (1) P (IT, 2, + I (EF"(,)). 
Der Beweis der obigen Formel ergiebt sich durch die Betrachtung, dafs 
1 1 1 


( ur Y (to) u. f art . .. 
/ ._—u-. .—i, In_1— n—1 








eine ganze rationale alternirende Function sowohl in Bezug auf die a—1 Grö- 
[sen /, als auch in Bezug auf die a—1 Gröfsen «,„ ist. Es übersteigt aber 
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in dieser Function weder eine der Gröfsen /, noch eine der Gröfsen «,, den 
n—2)ten Grad; daher ist sie nicht blofs durch das Product 
Ha, u... al 


n—l, 

theilbar, sondern, abgesehen vom Zeichen, diesem Producte selbst gleich, da 
ihre einzelnen Terme keine andern Zahlencoäfficienten haben, als +1. Da 
nun die Determinante positiv sein soll, so mufste rechts vom Gleichheitszeichen 
noch der Factor (—1)?"""" hinzugefügt werden. 


Auf die andere Art erhält man zunächst 























T.T T Bar p(a)pie,).. Plan-ı) I"«,) S + BR. j 2 BEE h. Bu 
1 22°.» n—I F'(«,)I'(e,) .. Fa.) p(a,) B. oa, 1,—a, 
mithin, weil 
: . ano PÜ)P,) - . Pltn-ı) 
Fe M- — (—1 ih Banane 
BER ’ —_Ft,) Eit,) .. Fit.) 
— (iron lt ta, nd) 
FR)PU) .. Fl.) ’ 
PER (1 Yro—D _ rt, PFPE 1) N 
ae g(e)p(e,).. y(l@n_Y)Y(e,) ’ 
ebenso. wie vorhin, 
= + 52.08 Pr. : _ .. IR. —— 
Lt —a T, a, ep 
— GR DL) PERELLUF u ER, (Ne da) Fa,).. Fian-ı). 
’ p(a)yple,).. Y(an-ı) I'(«@n) 


Substiluirt man diesen Werth der Determinante, so erhält man 
1 

















z + 9m, I ,, om 
Eu Bi dt, ot, ot„-ı 
1 Alt, ta,» In-ı) DZ l It, aa En) 
27 yet dp(a,)P(a,).. Plan) Wit yU-NODF)F,).. Fltn-ı)) 


Man wird daher in dem ersten, mit U bezeichneten Integral unter dem Inte- 
oralzeichen setzen können, 


str en gn-ı da, .d,.. da. 


vAO-DPO-IFE)Flt).. Fb) X 








Ganz auf dieselbe Weise sieht man, dafs man in dem mit V bezeichneten 

Integral unter dem Integralzeichen zu setzen hat, 
Ili(t, His In42; ur In) dt, 4 N LI 0.0 don—ı Zn In-1 dy, .dy, .. dyn—ı 
v1) dE (iazı) Fit, 2) .. F (t2„-ı)) — Yn 








Damit nun die beiden Integrale, deren Gleichheit bewiesen werden soll, 


aus diesen Gleichungen hervorgehen, ist der erste der beiden vorstehenden 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 4. 17 
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Differentialausdrücke noch durch die Quadratwurzel aus 


Y Y V, \ 2 / / 
F\(4).Fı(&) .. Frl.) = (a1). Pla.) p(&,_ı) P (an) 


; 


zu dividiren. der zweite durch die Quadratwurzel aus 


Fit.) Elba)». Fllen) = Pılı) Pıl®2) - - Pılan-ı) Pı(e,) 


Setzt man der Kürze wegen 
G On-+p) j p,(a,) ne 
Fre Ba Be 
(&,„ p) ‚(@)) 
so wird 
F (t)F(t,)..F (t._ 
M,M,..M, — 1 ‚) un, (n 1) 
rE 


, y F(t„x1) Fit, ner F (2.1) 
N... N = - | 





N 





ıl 
wo 
R® — Flo) Fan) -- Fan) = (AN Fa) Flo) .. Fı(a,) 


oeselzt ist. Nach der oben gewählten Bezeichnungsart wird also endlich 
R EB ; — /" ER: A 7 
„> Tau a XnVY(M,.M, .. M,) 


R [n+2,n+3..2n 1 __ f* dy,.dy, .. dyn 
- ae N 8 1, n- R, u: an —1 ı YnY(N,.N, u N)’ 











und es ist daher zu beweisen, dafs 


Mk dır, . dar, .. da, 2 - dy, .dy, % dy, 
i Xny(M,.M,.. M,) e YnY(N, .N N,) 


ne” 








wo die Integration über alle positiven Werthe von x&,, 2, .. X,_ı und von 
Yır Yıs ++ Yacı zu erstrecken ist, welche den Gleichungen, 
| J 


2 | | "RE a Bv. ) 2 
LI, | Lat -“ - LT == Very T .o. 73 et P 


oenügen. Dieser Beweis ergiebt sich aber sogleich, wenn man mittelst einer 

Ihrer Formeln jede der Gröfsen unter dem Integralzeichen wiederum durch ein 

(n—1)faches bestimmtes Integral ausdrückt. 
Es ist nämlich 


nzn 








u. G(Onıp) og X'm 
ji ee | , To rg‘ ge: = 
I (Rn p) mi &n+p— &m 
ee 
J z (@,) mi On+m Ep 


Schreibt man daher die n, in Bezug auf die n Variabeln x, x;, .. x, lineären 
Ausdrücke von M,. M,,.. M, und ebenso die n, in Bezug auf die n Variabeln 
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) . .. . 7 j 2 r rn 
ET; y- lineären Ausdrücke von N,. N;,... \,. wie Systeme von 
n lineären Gleichungen untereinander, so unterscheiden sich die Coefficien- 


[Dei ie) 


er 


’ 


ten der zwei Svsteme nur dadurch. dafs die Horizontalreihen in dem einen 
System die Verticalreihen in dem Andern bilden. Hieraus folgt die iden- 
tische Gleichung, 
My+M.y+ -- + My: 

— Nmi+N23+.-- +N,2. 
Es ist daher identisch 
x dx, .dz, .. dz„-ı.dy, 4, +: ai —/” dx, .dx,..di„-ı.dy,.dy,.. dyn-ı 
Xnyn(M,y3 + M,y2+.-+ Maya)?” EnYyn(N a7 + N,203+..+ Nr)?" 


ı I 2 2 I 





Die Grölsen 


M,., M.,.. M.: 


n 


N... N,...N 


sind, wie man aus ihren oben gegebenen Ausdrücken ersieht, sämmtlich positiv. 


n 


Dehnt man die Integration über alle positiven Werthe der Variabeln aus, 
welche den Gleichungen 
Be 5 7 


ter mn myırnr ty mi 


genügen, so kann man, mil Hülfe der von Ihnen in der Abhandlung „De binis 
quibusl. functionibus etc.” (Urelle, XI. S. 60) gefundenen Gleichung (15.). 





F 1 dı, .dy, Ayn—ı u N) 
Yn (M, yı +M, >? n= u Mayr)" ar y(M, . M, .. M,„) ’ 


wo 5 eine Zahl bedeutet, 


nl, 


Y EI. n—?2 za . n—. ur 1 a 
Ss — / sing) dgıf sing" dg: . I sin pdf dy.-ı. 
0 


1 
0 0 0 

die Integration links vom Gleichheitszeichen in Bezug auf die (a—1) Varia- 
beln y,, rechts vom Gleichheitszeichen in Bezug auf die (n—1) Variabeln x, 
wirklich ausführen, und erhält so unmittelbar die zu beweisende Gleichheit. 

Ich bin begierig, von Ihnen zu erfahren, ob Sie auf diesem von mir 
eingeschlagenen Wege oder auf einem andern zu dem Beweise der Relation 
zwischen den vielfachen Integralen gelangt sind. 

Für n=2 kommt diese Gleichung zwischen den transformirten (n —1) 
fachen Integralen zurück auf die bekannte Relation, 








F | di uf di, 
. v(—(t—a)t—a,)t—ea)t—e)) v(—(t,—a,)(t,—e,)(t,—a,)(t,—e@,))’ 


1 £3 


welche auch aus einer Gleichung zwischen unbestimmten Integralen gefolgert 
47 * 
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werden kann, die einer algebraischen Relation entspricht. Hierdurch wird es 
mir doch wieder wahrscheinlich, dafs die Relation zwischen den bestimmten 
Integralen auch für andere Werthe von r aus einer zwischen unbestimmten, 
welche einer algebraischen Relation entspricht, wird abgeleitet werden können, 
was ich so lange durch die verschiedenartigsten Mittel vergeblich versucht habe. 

Für die elliplischen Integrale läfst sich die algebraische Relation, welche 
die Stelle der transcendenten vertritt, so darstellen: 


| / un. 2 2 
() (3 — 6) yY — (u — )YıRz 
oder 
x yı En M, . N, , 
folglich 


ae ih; 
alles in den oben definirten Zeichen. Man könnte allgemein die Substitution, 
ve M:N,. 
untersuchen. und zusehen, welche unbestimmte Transformationen sich durch 
dieselben leisten lassen. Ich bemerke deshalb, dafs diese Substitution die 
identische Gleichung, 
My+My+ - +M,.y = Nei+N.23+-.-4-N,8, 
auch abgesehen von den Werthen von M,, und N,, in x und y, identisch erfüllt. 
Aufser der gefundnen Relation, 


23,3;4%..0n |] _ f[r+2,n-+3,.. 2n 
1,2,3,..n—1] [n+1,n-+2,.. u 


siebt es noch (n—1) andere von derselben Art, welche sich allgemein durch 


r+2,r43,..r4n 

“ l,r-+2, en 
r-n-+2,r+n-+3,..?n, ı 7 3 WE | 
| -n+1,.r+-n-+2,..2n—1,2n, 1,2,.. ar 


i 


die Gleschung 


darstellen lassen, wo r eine von den Zahlen 1, 2, 3, .. n—1 bedeutet. 
Wenn man diese Relation auf dieselbe Art wie die oben gefundene ableiten 
wollte, so würde dies wegen der Grenzen der Integration Schwierigkeiten 
haben. Weil nämlich dann einige von den Variablen y,„ negativ werden, so 
könnte man die von Ihnen gegebene Gleichung nicht mehr benutzen. Allein 


die eine Relation reicht hin, um alle übrigen zu finden. Man hat hierzu nur 














— 

















De Won 
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nöthig, nach dem Vorgange von Ziichelot, jedes einzelne der Integrale. 
welche die zwei Gruppen von je (a—1)’ einfachen Integralen bilden, aus 
denen sich die beiden Seiten der gefundenen Gleichung als Determinanten zu- 
sammensetzen, durch dieselbe lineäre gebrochene Substlitulion zu transformiren, 
oder mit andern Worten: „man transformirt beide (a—1)fache Integrale durch 
die Substitution, 

a+bvn 
m c+dum 


wo.a,b, c, d CGonstanten sind und die Grölsen v,, die neuen Variablen bedeuten.” 








Ich will allgemein setzen: 


a+bv a— cl 


gu - woraus —vet = — 
e+du j b— dt 





Durchläuft # alle Werthe von «, bis «,. so erhält es in den 2n—1 ver- 
schiedenen Intervallen die (2r —1) Werthe 4, &, .. &,_,, Welche mit Aus- 
schlufs von #, die 2r —2 Variablen der Integralion sind. Dem Werthe /, 
soll v,, entsprechen. 


Man hat nun 
di b c—a d 


de (c+do)* 
Es sei 
be—ad —>QO, 
so wird © mit Z zugleich wachsen und abnehmen. Es ist ferner 


d— Om c+(b—and)v 








tn Ba c+dv 
Ich setze 
3 BEER. . ons... ZU SE.  9 be— ad | 
rm RE Fa u ”i b ı 


On 


7— 
wo r eine von den Zahlen 1, 2, ... n—1 bedeuten, und für r-- m, wenn 
es grölser als 2n ist, r--2n —2n geselzt werden soll. Es wird dann 


b— em d ni 


L— Ü m — (v Bi Pr- m,’ 





ce+ dv 
Wie man sieht, ist /,;„ der Werth, den v für 2= «, annimmt. Die Reihe 
der Werthe von /,;„ wird also, von /,;,, angefangen, für fortschreitende 
Werthe des Index »2 so lange wachsen, bis das Intervall «,.. «,.,, erreicht 
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0 . ‚ , 
ist. in welchem — liegt. Es sei k—=?2n—r, so dafs also 


d 
rn 


j} a 
Connor Ta d ig Uoner+i1' 


Mann ist offenbar 


) u ET > 





’ 


b— an: d 
die eröfste, und die nächstfolgende, dem «,,_,;, entsprechende, nämlich 


J ) d— Rrn—r +10 
es ee 





Dan ‚d 9 
die kleinste in der Reihe der 2n Grölsen 5,. Es ist ferner 


) Ad — Ooan— m+1C 


’) 1 essen — 





b ze O2n—m+ l d 


Nach dieser Beziehungsart hat man 5, >> Pj.;, für jeden Werth von A von 


I bis 2n und es ist die Integration für die neue Variable v, von P,.„ bis | 
Prim; anzustellen, wo für die Indices r+n und r--m--1 die kleinsten 
positiven Zahlen zu setzen sind, welche ihnen in Bezug auf den Modul 2n 
congruent sind. 

Bemerkt man die Gleichungen, | 


RE Re Se (be — ad)kr—9r-1 II(v,, TE 


(c+dv, )"(c+dv,)"" .. (c+ den)" 


, \ (be— ud) ee, Se de a 
/I { I» E; ee .. Ton) — a j 1 


(e + dvun41)""" (ec c+dv . Er Er Dr Ten 











(be — ad — dv, de, 6 Mn 


Be U, 


u z (e+dv,) °(c+de,) .. (e+dv,„-ı)? 








(be — ad"! dv„sıdunge. . Avan-ı 
(Cc—+ dv, ı)(e —- dvn- 2)” u (e+dvan—ı)” 2 





BE 


so sieht man leicht, dafs die beiden (a —-1)fachen Integrale U und V, welche 
einander gleich gefunden sind, sich in ganz ähnliche verwandeln, in denen 
nur die Gröfsen ? und « durch die Gröfsen v und / ersetzt sind. von denen 
die letzteren wieder mit zunehmendem Index wachsen. Aber wenn früher Z,, 


zwischen den Grenzen «,„ und «,,, zu nehmen war, ist jetzt v„ zwischen 


m 


den Grenzen /,.,„ und ,4„n.ı zu nehmen. Man erhält also in der That. 


* 2, r+3, .. r- n 


r- P r- 2...7 “n—1 


NORPEREN |: n-—-2, r-+-n--3,..2n, - 706 TORE. 
1 


r{-n-1,r+n--2,.. 2n—1, ?2n, 
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wo das Vorzeichen so bestimmt ist, dafs beide Integrale dasselbe Zeichen 
erhalten. 
Für n—=3 ergeben sich aus diesen Formeln die Dosz Relationen, 


E x —t \dt, dt, Jr F # !)At, dt. 
y(Fit a7n EFF) . TUFR. r (et), Y3 ‚(t,)) 

(1, —t,)dt, dt, | (1, —t,)dt,dt, 
J ri vr O)F d)Fit)Fd,)) I . v(Fit)Fd)Fi)F(t,)) 


ä& f am. dt, dt, _ fi .__ i6, u dt, ‚dt, u 
yki )Edt)E)F()) v(KFit, Fi )Kt,)F, (ft )) 











von denen sich indefs 2 aus der dritten BE vormöge der 4 Gleichungen 
zwischen den 12 einfachen ganzen Integralen ergeben. 

Wie es sich in dieser Beziehung mit den Gleichungen zwischen den 
allgemeinen (a —1)fachen Integralen verhält, wie viele von ihnen nämlich 
neue, von den bis jetzt zwischen den 2rn(n —1) ganzen Integralen bekannten 
2(n—1) Relationen unabhängige Gleichungen darstellen, habe ich bis jetzt noch 
nicht ermittelt. und auch noch kein elegantes, übersichtliches Verfahren ge- 
funden, um für den allgemeinen Fall aus jenen 2{rn —1) von Ihnen zwischen 
den einfachen ganzen Integralen gefundenen Relationen zu den (na —1)fachen 


n die Combinationen, welchen man die 2(3—1)=—4 





überzugehn. Für n=: 





Gleichungen zu unterwerfen hat, um zu einer Relalion zwischen vzer von 
den hier betrachteten Doppel-Integralen zu gelangen, auf der Hand. Im 
Allgemeinen aber scheint es mir schwierig, diese Combinalionen zu ermitteln. 

Ich vermuthe, dafs wenn »» ein Factor von 2n ist, allgemein die 
Gleichung 


U m--2, m--3,.. 2m | 
Gef, — | 
1,2,.. m—1 m--1, m--2,.. 2m—1 
i i —_ 
or 2-1[2Rr—ın-2, 2n—m-+3,.. 2n 
en an—m--1, Zn —ım--2,.. 2n—1| 


2 


— 





Statt findet, und Ihre Gleichungen zwischen den einfachen ganzen Integralen 
nur der specielle Fall von dieser für m—=2 sind; ein ähnliches Verhältnifs 
wie zwischen den beiden elliptischen ganzen Integralen und den oben gege- 
benen Relationen zwischen den (n—1)fachen. Aber meine Versuche, dieses 
zu beweisen, sind bis jetzt noch vergeblich gewesen. 


Erlauben Sie mir noch einige Bemerkungen in Bezug auf Ihre Ab- 
handlung im 15ten Bande des mathemalischen Journals „De integralibus qui- 
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busdam ete.”,. deren beide Theoreme, welche mir von grofser Wichtigkeit 
scheinen, einer doppelten Verallgemeinerung fähig sind. 

I) In den nach »p und y und nach x und y zu integrirenden zwei Functionen, 

U U 
P'(r) N und Il’ (2)0 

sind N° und © als Functlionen respeclive von », 9, r und von 2, y, 2 
dureh die zwischen den 6 Variablen angenommenen Gleichungen f=0, 9=0 
bestimmt, weiche in Bezug auf jedes der beiden Systeme von drei Variablen 
homogen sind, wofern nur «/7-- 1 und vP--1 homogene Functionen respective 
von den beiden Systemen Variabeln sind, // von der uten und P von der 
giebt schon die auf Seite 196 Ihrer 


oO 


vten Dimension. Diese Bedingung allein 
Abhandlung gefundenen Gleichungen, 
u . jr" 3 ER Iy} fa =, " 
N. = PR FIN) 
y=f'i2) p(e)—f'(z)9' (2) 
, ! \ , tr; \ 
= [WI -I Ne) 
aus welchen Sie den Ausdruck von N\° in p, 9, r, unabhängig von den 


N. 
N. 


Gleichungen P=0, //=0, ableiten. Es wäre nun die Aufgabe, diese 
Gleichungen P=0, N=0 so zu specialisiren, dafs man eine Gleichung 
zwischen Integralen von einfacher Form erhält. Interessant ist z. B. der Fall, 
wo man für P=0, /I=0, statt der Gleichungen zweier Kugeln, entweder 
die Gleichungen einer Augel und eines Bofationshyperboloids, oder die 
Gleichungen zweer verschiedenen Gattungen angehörigen Rotationshyper- 
boloide annimmt. Diese Annahme giebt sehr merkwürdige Gleichungen zwi- 
schen Doppel -Integralen. 

2) Indem man die erweiterte Definition von /T und P beibehält, kann 
man die in Rede stehenden Theoreme auf eine beliebige Anzahl von Variablen 
ausdehnen. Nimmt man nämlich zwischen n Variablen na — 2 homogene 
Gleichungen von der ersten und eine von der zweeten Ordnung an, deren 
Coöffiecienten in beliebigen n—2 der vorgelegten an —1 Gleichungen leneäre 
homogene Funclionen von n andern Variablen, in der (n—1)ten dieser Gleichun- 
ven aber homogene Funclionen der ziwerten Ordnung von denselben Variablen 
sind. so erhält man a —1 ähnliche Theoreme für (u—1)fache Integrale. Der 
Gang ist genau derselbe. wie der in Ihrer Abhandlung genommene. Man 
findet die Werthe von N ° und 0° als ganze rationale Functionen von je 


einem der beiden Systeme von n Variablen durch Elimination des andern 


Systems aus n lineären Gleichungen, von welchen 2 —2 die n—2 gegebenen 
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lineären Gleichungen selbst sein können, die andern beiden aber jede einen 
Coöfficienten von der Form A— X haben. Man hat dann nur zu beweisen. 
dafs im Resultat der Elimination die erste Potenz von N verschwindet. Stall 
der mechanischen Rechnung, die sich für »==3 noch durchführen läfst, müssen 
natürlich hier wieder allgemeine Schlufsfolgerungen zum Ziele führen, zu denen 
ihre Abhandlung über die Determinanten reichliches Material liefert. Ich be- 
halte mir den allgemeinen Beweis noch vor. Bis jetzt habe ich die Sache nur 
durch Induclion gefunden; es ist aber wohl kein Zweifel, dafs der Satz all- 
gemein gilt. da er für a—=3 und n—4 Statt findet. 


Leo) 


Es wäre mir sehr erwünscht, wenn Sie Ihre Arbeiten über das auf 
Doppel- Integrale ausgedehnte Abe/sche Additionstheorem bekannt machten, und 
dabei dasselbe ähnlich behandelten, wie das Theorem über einfache Integrale 


‘ 


im 93 


‘ 


2ten Bande dieses Journals S. 220 u. ff. Die Art. wie Sie dort das 
Additionstheorem behandeln, hat nämlich das voraus, dafs sie auch diejenigen 
Gleichungen liefert. welche den elliptischen von der Form 


„» 


x" — Jamu Jamw' Jam (u--w)—z’cosamucosam u’ cosam (u--w 

cosam u cosam a’ — sinam a sin am u" Jam (a u’) -- cosam (a --u') 

entsprechen. Bezeichnet man nämlich mit w, nicht die Summe der Combina- 

tionen der Wurzeln der Gleichung 
Ry’+2Sy+T 

Y 
sondern den Werth, den der erste Theil dieser Gleichung für & — «, annimmt. 
und ist 2 — eo, ein Factor von SS — RT, so wird 





mac 0, 


yu„ = (m--uy)‘, 
und man erhält daher auf die in der Abhandlung angegebene Art. 


£ın } ur, 4 An y(u,) Mu, | (U) a 0. 
Verschwindet endlich in S®°— RT der Coöffiecient der höchsten Potenz von «, 
d. i. von 2, so wird auch y ein vollständiges Quadrat von der Form (m--ny)”. 
und die Gleichung 2ten Grades nimmt die Form, 


Ayu)+Byw) = 1, 


’ 


an. 
Betrachtet man die Variabeln als Functionen der Integrale, so erhält 
man durch Vermehrung der Argumente um halbe Indices aus jeder dieser 


Gleichungen eine gewisse Anzahl anderer, in welchen aber die Funclionen 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 4, 48 
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der Summe beider Argumente unverändert geblieben sind. Diese kann man 
daher aus je zwei dieser Gleichungen ohne Mühe finden. Die Gleichung 
Aywu)—+-Byw) — 1 

entspricht übrigens vollkommen der ersten von den zwei oben gegebenen 
elliptischen Formeln. 

Ich schliefse endlich diesen etwas langen Brief, weil ich mich beeilen 
mufs, den Beweis der zwischen den bestimmten Integralen Statt findenden Re- 
lation der Pariser Akademie als ein Nachtrag zu meiner Arbeit zu übersenden, 


da der darin gegebene Beweis nicht für streng gehalten werden dürfte. 
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29. 
Bemerkungen zur Integration der Differential- 
Gleichungen erster Ordnung zwischen zwei 
Veränderlichen. 


(Von Herrn Professor Minding. ) 


(Gelesen in der Sitzung der Akademie der Wissenschaften zu St. Petersburg am 6ten Juni 1845 
und aus dem Bulletin tome IV. S. 378 mitgetheilt.) 


m 

U nter den Hülfsmitteln. welche man bis jetzt für diese Integration 
gefunden hat, dürfte die Benutzung partliculärer Integrale eines der um- 
fassendsten sein; wenigstens wird durch sie die Lösung der schwierigsten 
unter den von Euler in den Inst. calc. int. aufgestellten Beispielen wesentlich 
erleichtert und gewinnt ein mehr methodisches Ansehen. Dahin gehört z. B. das 
5dte Problem (S. 207 des ersten Bandes), in welchem die Integration der 
Gleichung ydy--(a+bx-nzx)dy —=y(c--nx)d.x gefordert und durch eine 
Substitution geleistet wird, von welcher Kuler am Schlusse selbst sagt: „Casu 
aulem hic vix praevidendo evenit, ut haec substitutio ad votlum successerit; 
neque hoc problema magnopere juvabit.” Diese Gleichung ist neuerlich von 
Jacobi im 24ten Bande dieses Journals in erweiterter Geslalt behandelt wor- 
den; aber durch Aufsuchung und Benutzung particulärer Integrale läfst sich 
ihre Integration noch sehr vereinfachen. 

Es seien M und N zwei ganze Polynome in y, deren Coöfficienten 
beliebige Funclionen von x sind, und Mdıx -- Ndy — 0 sei die vorgelegte Glei- 
chung. Hat man eine gewisse Anzahl (.«) partieulärer Integrale dieser Gleichung, 
nämlich Yı, Yas -» Y., und sind M, und N, die Werthe von M und N, 
welche sich durch Einsetzung von y, für y ergeben, so ist M,de -- N, dy, —=0, 








M,dx -+- N,dy —0, u. s. f. Die Benutzung dieser particulären Integrale giebt 
nun zu mancherlei Transformationen Gelegenheit, unter welchen ich die fol- 
gende hervorhebe. Man bilde das Produet vy = (y—yı)(Yy—Y:)..(Y—Y,). 
so erhält man durch Zerlegung in einfache Brüche: 

MW M, M, 

N _ g: ö N ER DRIN...” SE 

wy  yyYyYı) VWyuly—Yu) 


G und H bedeuten die in den Quotienten enthaltenen ganzen Funclionen von y. 
18 * 
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Bemerkt man noch, dafs M,de —= — N,dy,, u. s. f. ist, so ergiebt sich 


Mdr- Ndı N, di Y—yJı) 


) | . m I Ze u) 
—.. a Bietet en Nudy—yu) 
Ä DE 7 Es 





== 9, 


-_+ .. 








ıDy u wyuly— Yu) 

Durch diese Transformation wird die Gleichung 
A+-By-+Cy’)de-+dy = 0, 

wo 4, B,C beliebige Funelionen von = sind, sofort integrabel, wenn zwei particu- 

läre Integrale derselben gegeben sind. Da nämlich N— 1, vy=(y—y,)(y—y:). 


H—0,. @—=(Ü ist, so verwandelt sich die Gleichung in 














. d(y—y,) d(y—y,) | 
Cdr- “ 4 — ( | 
HNHry—Yı) NH) 
oder in 
. h d(y—y,) d(y—y,) 
Cy—y)de- 3 — _ ——- =(; 
Aue : vv) 


— | 


) ) j Yo) dx . { - 
wovon —4.e/"Wı=Y) = const. das Integral ist. 
) -Y, > 





Die vorstehende Gleichung läfst sich, wie leicht zu sehen, auf die Form 
dy--(y--A)de—=0 zurückführen, von welcher Euler (Inst. I. S. 383) 
zeigt. wie schon aus einem einzigen parliculären ihr vollständiges Integral 
vefunden werden kann. Wenn nämlich der Werth y, von y der Gleichung ge- 
nügt, so ist dy-- yYde=dy, + yıdae oder dy—yı)+-(y—yı)(y—-y)de=V0. 


Dividirt man diese Gleichung mit (y—y,) und setzt —— =32, so erhält 
7 v—y, 
man ds —?2y,zde--dxw, mithin durch Integration dieser linearen Gleichung: 
| 





2 _—_ u ed (const. fer de). | 
A f r | 


Y 


Aus diesem schönen Kulerschen Resultate kann das obige leicht ab- 


d(y—y,) 4 y-ıy)da —=(, 





veleitet werden; denn es folgt daraus zuerst 
a 
— const. = a; und eben so, wenn y, ein zweites par- 


Hy, dx 


mithin (y—y,)e!” 


ticuläres Integral ist, (y—y,)e/"*r)* — b; folglich, wenn e/’“* durch Division 





Y—Yı Av —ndde a i ; ’ 
weosveschafft wird, ——t er. IdX — = const. Was man daher in diesem | 
26; Y—Ys 


Falle durch die angegebene Transformation erlangt, kommt an Werth dem 


Kulerschen Resultate nicht gleich. 


Bezeichnet man durch Mdx-- Ndy —= 0 die von Jacob: in diesem 


Journal behandelte Gleichung, so ist 


M= C-Cc+C'y —(4+A4r2-A'y)y; 


. 


N = (44424 4'y)e— (B+ B’r+B"y). 


- 
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Man genügt dieser Gleichung durch die Annahme y== «.r--/, wenn « und 


? nach folgenden Bedingungen bestimmt werden: 
(A+ 4"P)P+ (B-+B’P)a = C-ÜUC"P 
(4'-+ A'’a)P+(B-B’a)a = Ü--Ü"e. 
Hieraus erhält man für &« eine Gleichung dritten Grades. Es seien &,,. %, @; 


ihre Wurzeln und /,,. ;, P; die entsprechenden Werthe von ?, so hat man 











drei particuläre Integrale y‚ = wr +P, YR=Wr+P, Y—=Gr4+Pß;. 
| Ist wieder wvy = (y—yı){y—Yy:)(y—Y;), so erhält man 
Mdr+Ndr N d(y—y,) , N,d(y—y,) , N,d(y—y,) 
vy vr(ıy—yr) ' vn —yr) !' vy(lY- Y;) 
7  \ . . . » o ° N 
Es läfst sich fast ohne alle Rechnung zeigen, dafs die Quolienten —- = 41» 
) 
N, N | 








3 . } . . . 
ee er a constant sind. Es ist nämlich 


N = (4+4+A.c+A"y)r—(B-+-Brc-+B') = (AA) 
ein Polynom vom zweiten Grade. Eben so ist auch 


vyı = (Yı-Y)(Yı—y;) 
ein Polynom zweiten Grades. Bezeichnet man den Werth von z, für welchen 
y,=y: ist, durch x&,, und den Werth von x, für welchen y, =y; ist, 


durch «,, so ist 


’ f \ 
u Y nn (@, BERN (L;) (0, Be (5) (x REN 2,) (DT — LU J« 


h a ur de 
Bemerkt man nun. dafs M, HN, (= M,- NZ) und eben so M,-1- N, «, 
’ i R . i 
für jeden Werth von & idenlisch Null sind, und dafs folglich für cz = x, und 
Yı=y»„, M=M,, N, = N, werden: so hat man für 2—=r,, M+N, «=0, 
M,-+ N, —=0, folglich, da im Allgemeinen «, von «, verschieden ist, M, —0. 





N, =0; daher ist N, theilbar durch 2— x,. und eben so durch 2 — x: 
folglich N = (44 4"a,)(2c — 2;)(x — x,), mithin 


Aa an 
ArANe, 





4 ns - ® 
N (e, —a,)(@ —@,) 
Auf gleiche Weise ergeben sich g; und g;, und hieraus folgt sofort das In- 


tegral der vorgelegten Gleichung, nämlich 


(Y—-Yı)' (y—y:)’ (Y—Y3)" uno const. 
wobei noch zu bemerken, dafs 1, ++ = 0, weil N in Bezug auf y 
. x N » . 
vom ersten, yy vom dritten Grade und 9, = ——- u. 5. f. ist. 


vs Yı 


i ’ 
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Sind M und N zwei homogene Functionen von & und y von gleichen 
Graden, so dient bekanntlich die Substitution y = ix zur Integration der 
Gleichung Mdx-- Ndy — 0. Dieselbe Substitution erstreckt sich auch auf 
die allgemeinere Gleichung Mdx-- Ndy-+ O(xzdy—ydx)—=0, in welcher 
M und N homogen und von gleichem Grade n sind, @ aber eine beliebige 
Function von — ist. Denn setzt man y=ter, so wird M=«"T, N=«"T,. 
wo T, T,. so wie @, Functionen von £ sind, und die vorgelegte Gleichung 
verwandelt sich in folgende: 

T-+-tT,)e""de-+T,x""'dt-+ Qdt = 0, 


welche, weil sie lineär nach «””" ist, folgendes Integral giebt: 


GR n—] I 11 n—1 z 
gr SZ a + fe ST - dt Odt 
=. I 


e AN 
n—1 Fr 


Dieses Verfahren ist auch anwendbar, wenn (@ eine homogene Function von 





== GOR8l, 


x und y von beliebigem Grade y ist; denn für y=txr wird Q = x" f(t) 
und durch Division mit x7 erhält die Gleichung die oben angenommene Form. 
Man findet hiernach z. B. das Integral der folgenden Gleichung: 


f . nr » ] ' „2 Fi A Pr. Pr (4 r P r 
ax +-bry—cy)de+ (da —-bay-+cy’)dy+g(yde—ıdy) = 
Dieses Integral 
(v2) (y— 1x)” MEINER 


u fr won P 
I yde— zdy)(y—ux)* (WE) Uy— re) — const. 
ec, . . . L 


Die Gröfsen u,, 14, u, sind die Wurzeln der Gleichung 





bu+-cwW—+(a-+bu-+cdw)u = 0. 
! ! | ! 2 
i a« +) -c' u 
Der Werth von A, ist A, =- Lin TER .„ und eben so werden A, und 
eu, — u,)(u, —U;) 
A, bestimmt. Ferner ist 4,—+ 4,+ 4, — 1 und vermöge dieser Bedingung 


wird der Ausdruck unter dem Integralzeichen ein vollständiges Differential von 


der Form 4 (=)a(2)- 


Unter den von Euler gegebenen Beispielen findet sich S. 347 folgendes: 
1 


\n 


yde— xdy+ar"ydy(2"+b" — (0, 


zu dessen Integration wieder eine „subslitutio non adeo obvia”, nämlich 
1 


yv = — 


l 
(2 +5)" 
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gebraucht wird. Der Schlüssel zu dieser Substitution liegt in der Bemer- 


kung. dafs 
— ze 


Yı een - 


ab(.x" +b)" 
ein particuläres Integral der Gleichung ist. Drückt man x durch y, aus und 
eliminirt alsdann x aus der Differentialgleichung, so erhält sie die Form 
yıdy -ydyı +kyi(y—yı)dy = 0, 





wo k = (— ab)". Diese Gleichung fällt augenscheinlich unter die so eben 
angegebene Erweiterung der Regel der homogenen Functionen und wird mit- 
hin durch die Substitution y=!y,, oder auch durch y, = ty, integrabel. Die 
zweite dieser Substitutionen, welche Kuler anwendet, ist die bequemere. 
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30. 
Fragen über Kuhrwerkräder. 


(Von Herrn B. auf der Insel Rügen.) 





I. W enn die Achse Ü (Taf. V.) eines Wagenrades PO, welches 
sich um die Achse dreht, auf geradlinger Bahn PQ, mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit fortgezogen, nach C,, C;. C;, C,, C,, C, gelangt, so durch- 
läuft der Punct P der Reihe nach die Cykloidenbogen PP,, PP,, PP,, 
PP,. PP,, PP,: der dem Puncte P im Durchmesser gegenüberliegende 
Punet @ aber gleichzeitig die Cykloidenbogen OQ,, QO., OO;. 00,, O0; 
und O0,; denn es ist Pp, = P,pı, Pp: = P;p:, u. s. w. Die Bogen PP\, 
PP,. PP,. PP, und PP, sind aber kürzer, als die Bogen OQO,, V0;, 00,, 
O0, und QQ,:; erst der Cykloidenbogen PP, ist dem @0, gleich. Wie 
erklärt es sich nun, dals die-beiden fest met einander verbundenen Puncte 
P und @ sich mit ungleichen Geschwindigkeiten bewegen können? Und hat 
nicht etwa die Ungleichförmigkeit der Geschwindigkeit der Puncte P und O 
(in der Masse des Rades) an sich eine dynamische Rückwirkung auf die 
Zugkraft an der mit gleichförmiger Geschwindigkeit geradlinig sich fortbewe- 
senden Achse €; so wie auf die Festigkeit des Rades? Welches wäre der 
allgemeine Ausdruck der Geschwindigkeit v des Punets P durch die gleich- 
fürmige Geschwindigkeit e der Achse und durch r, den Halbmesser des Rades? 

II. Woher kommt es, dafs, der Erfahrung nach, die Achsen von 
Wagenrädern, welche um die Achsen sich drehen, nicht, wie es sein zu müssen 
scheint, vorn und unten eher abgenutzt werden, als Arnten und oben, son- 
dern umgekehrt, eher Aenten und oben, als vorn und unten? Aufmerksame 
Fuhrleute schmieren, in Folge der bezeichneten Krfahrung, die Achsen mehr 
hinten und oben, als vorn und unten. 
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31. 
Inhalts-Verzeıchnifs 1. 
der vierten zehn Bände des Journals für die reine 
und angewandte Mathematik, 31 bis 40, herausge- 
seben zu Berlin ın den Jahren 1846 bis 1850 von 
A. L. Crelle; nach alphabetischer Ordnung der 
Namen der Verfasser der Abhandlungen. 


Dr. Fr. Arndt, Gymnasiallehrer zu Stralsund. 


3jand. Helft. Seit: 
766. Über die Summirung der beiden Reihen 
(a) Yon +9%7,— elc. +(—1)"7n, 
(b) tn Yıt9m,y. + etc. + Ya; 
in welchen die Gröfsen y willkürlich und die Coefficienten Bino- 
mialcoelficienten des ganzen Exponenten » sind, mittels höherer 
Differenzen und Summen. . . sie MU 
767. Nova solulio problematıs determinandi multitudinem ı numerorum, qui 
ad numerum aliquem sint primi eoque minores.. . 31. I. 246. 


768. Entwickelung der Summe der »ten Potenzen der natürlichen Zahlen 

nach den Potenzen des Index mittels des Taylor’schen Lehrsatzes. 31. II. 249, 
769. Über die Bernoullösche Methode, summirbare Reihen zu finden. 31. I. 253. 
770. Nova methodus determinandi mullitudinem radicum congruentiae 

.'==1 (mod. M) aliaque ad hanc materiam speclanlia. . . . 31. M. 259. 

Demonstratio duorum theorematum, Gaussianis his generaliorum: 
1. Produetum ex omnibus radieibus primitivis moduli imparis p 
unslate sec. p congrunm est, excepto casu, in quo p= 3. 
ll. Summa omntum radiceum primilivarum moduli primi imparis 
pest=0, quando p—1 per quadratum aliquid divisibilis est ; 
quando vero per nullum quadratum divisibilis, summa et = Hl, 
prout multitudo factorum ipsius p—A primorum est parl _ 31. W 
aut impar\ PUR 
Demonstratio nova theorematis Wilsoniani a summo Gauss hoc modo 
generalius enunciati: 
„Produetum omnium numerorum ad numerum quemcungque 
„M primorum eoqne inferiorum unitati negativae aut positivae 
„see. M congruum est; et quidem negative sumenda est unitas, 

„quando M potestas numeri primt imparis vel ejus duplum, 

„vel denique 4, positive autem in omnibus casibus religuis” 31. IV. 329. 
173. Disquisitiones de residuis cujusvis ordinis. . . ss. 7% 338% 
774. Bemerkungen über die Verw IN der irrationalen Quadrat urzel 
in einen Kettenbruch. . . 31. IV. 343. 
Bemerkungen zu einer gewissen Methode, die Gleichung eines ; durch 
vier Puncle gehenden Kegelschnitis auszudrücken... . . . ..93. 1 8. 
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51. Inhalts-Verzeichni[s I. der vierten zehn Bände. 


Dr. Aronhold zu Berlin. 


Jand, 
Zur Theorie der homogenen Functionen dritten Grades von drei Va- 
4 6 ae We ee ee En 
Dr. ©. d. Broch, Professor an der Universität 
zu Christiania. 
Auflösung einer geometrischen Aufgabe. . . . 2 2.2.2.2... 
A. Cailey esq., Privatdocent an der Universität 
zu Cambridge. 
Sur quelques Iheoremes de la geometrie de position. . . . . . 31. 
Probleme de geomelrie analylique. un en Pu 
Sur quelques proprieles des determinants gauches. DE Se 
Recherches sur l’elimination, et sur la theorie des courbes. . . 34. 
Note sur les hyperdeterminants. . . 2 2 2 2 m nn nn. 94. 
Recherches sur l'elimination, et sur la theorie des courbes. . . 34. 
Sur queiques Iheoremes de la geometrie de position. Suite du me- (34. 
Bee AA BR BE. : 5 2 ae aa ne 
Note sur les fonctions elliptiques. Bu 37. 
Sur les determinants gauches. (Suite du memoire Tome 32 p. 19.) 38. 
Note sur les fonctions du second ordre. . . 2 2 2 22 n..88. 
Note sur un systeme de certaines formules. . . . 39. 
Note sur quelques formules qui se En a la multiplicalion des 
fonctions elliptiques. . u UT 
Note sur quelques formules relatives aux coniques. ee 4 ° 
Sur le probleme des contacis. -. . - » 2 2 2 2 2 22.02.83 
R. Clausius, Candidat zu Berlin. 
Mi z \34. 
Über die Lichtzerstreuung in der Atmosphäre. . . » 2 2... 136, 
Crelle, Herausgeber dieses Journals. 
Note sur la division abregee en arithmeliue. . » » 2 2..2...81. 
Zur näherungsweisen Kreis- Quadralur. vers Er 
Memoire sur les differentes manieres de se servir de l’lasticite de (32. 
"air atmospherique comme force motrice sur les chemins de fer. )32. 





Une de ces manieres conslitue les chemins de fer atmospheriques \32. 


proprement dils.. . . u a Bi 
Zwei geomelrische Aufgaben; nebst den Auflösungen. a 
Ein eigenthümlicher analytischer Fall bei der Theorie der Kurbel. 34. 
Br RE: =: ee een ik re ar 35. 
I E00: = Ana neo ir en re a are 


A. v. Dawidoff in Moscau. 


Über die Gleichgewichts-Lagen eines mit seiner ganzen Grund- 


fläche in eine Flüssigkeit getauchten geraden dreiseitigen Prisma’s. 38. 


Ch. Despeyrous, docteur es-sciences a Paris. 


Recherches sur les surfaces isothermes et sur l’attraction des ellipsoides. 31. 
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51. Inhalts- Verzeichnifs I. der vierten zehn Bünde. 369 


Dr. Dienger. Lehrer der Mathematik an der höhern 


Bürgerschule zu Sinsheim bei Heidelberg. Band. Heft. Seite. 

802. Die Lagrangesche Formel und die en. durch dieselbe. 34. 1. 75. 
S03. Die allgemeinen unendlichen Reihen in der Analysis und ihre Dar- 

stellung in geschlossenen Eisen. a 4 . . . 0.9. 1. 20. 

04. Über die bestimmten Integrale mit imaginären Grenzen. ar 37. IV. 369. 
05. Zu Dr. Pohls Schrift . ‚Der Electromagnetismus und die Bewegung 

der Himmelskörper.” . . —  Q Fe 


S06. Anwendung der bestimmten Integrale zur Reihensummirung; nebst 38. II. 266 
1] „‘ . . Na 5; 
Bemerkungen über die unendlichen Reihen und die bestimmten In- 38 IV 334 
tegrale überhaupt. >. . 901. 


| 07. Ableitung einiger bestinie Integrale aus den Panel der Ab- 


handlung No. 18. im 37ten Bande dieses Journals. . . . 2.2.3839. I. 62. 
808. Einiges zus BEBIBBBEBBe..: » ee ii 1. 67. 
09. Über ein merkwürdiges, aus einem Exulerschen Satze sich erge- 

bandes Taste. : :» : 2 2 2 2 2 2 2 - 2 2: 3 MW DM 235 


Dr. Eisenstein. Privat-Docent an der Universität 
zu Berlin. 


810. Beiträge zur Theorie der elliptischen Funetionen. (Fortsetzung der 
Abhandlung Nr. 14. Band 30. Heft 3.) 


III. Fernere Bemerkungen zu den Transformationsformeln. . . 32. I. 59. 
IV. Über einen allgemeinen Satz, welcher das Additionstheorem 
für elliptische Funclionen als speciellen Fall enthält. . . . 35. N. 137. 


| V. Über die Differentialgleichungen, welchen der Zähler und der 

Nenner bei den elliptischen Transformationsformeln genügen. 35. AH. 147. 
VI. Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelproducte, aus 

welchen die elliplischen Functionen als Quolienten zusam- 

mengesetzt sind, und der mit ihnen zusammenhangenden 


Doppelreihen Ba .% Biunan eh. a Me u 

VI. Fortsetzung der vorigen "Abhandlung. De nn. a in en 

s11. Notiz über Partialbrüche. . . . ee ee I. 71. 
s12. Neue Theoreme der höheren Arithmeiik. ra a rn u u 
813. Aufgaben und Lehrsätze.. . . Tr WE 3 u; 


814. Note sur la representation d’un nombre par la somme de eing ( carres. 35. IV. 368. 
815. Zur Theorie der quadratischen Zerfällung der Primzahlen Sn +3, 


a Ge ee 37. 1. 97. 
BE Ge a nn Ze Sn ar u u 


.- 4 ER . .:. (39. DI. 160. 
s17. Uber die Irreductibilität und einige andere Eigenschaften der Glei- \34 IIL 224 
chung, von welcher die Theilung der ganzen Lemniscate abhangt. 139 IV 9275 


S1S. Uber ein einfaches Mittel zur Auffindung der höhern Reciprocitäts- 
geselze und der mit ihnen zu verbindenden Ergänzungssätze. . . 39. IV. 351. 


Dr. Fasbender. Conrector zu Iserlohn. 
S819. Auflösung einiger von Herrn Professor Steiner im 1. Hefte 16. Ban- 


des d. J. No. 12. gestellten Aufgaben. . . . . 2 2202020..939. IV. 366. 


Dr. G. Friedländer, Bibliothekar zu Berlin. 





820. Leonardi Euleri Commentatio de Matheseos sublimioris utilitate. . 35. IH. 1086. 
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51. Inhalts- Verzeichni[s I. der vierten zehn Bände. 


Dr. A. Göpel, weiland Bibliothekar zu Berlin. 


Band, 
T'heoriae transcendenlium Abelianarum primi ordinis adumbratio levis. 35. 
Über Projectivität der Kegelschnitte als krummer Gebilde. . . . 36. 
Dr. H. Grafsmann, Oberlehrer der Mathematik 
zu Steltin. 
Grundzüge zu einer rein geometrischen Theorie der Curven; mit 
Anwendung einer rein ceometrischen Analyse. . . si, 
Über die Erzeugung der Curven dritter Ordnung durch ger ade Li- 
nien, und über geometrische Definitionen dieser Curven. re 


-G. Green, Fellow of Gonville- and Cains-Colleges 
at Cambridge. 
An Essay on the Application of malhematical Analysis to Ihe theo- 


ries of Electricity and Magnelism. . - » 2 2 2 2 2 2.020.289. 


Dr. Chr. Gudermann, Professor der Mathematik 
an der Universität zu Münster. 


" REN h 33. 
De curvis catenarıis sphaericis dissertalio analylico-geomelrica. 133 
De pendulis sphaericis, et de curvis, quae ab ipsis describuntur 
Ds 0040 are 


De inteeralibus 


/au (I—k’sne’t(a+u)sne’L(a—) ) of uy (A—h’sn?}(a+u)sn’}(a—ı)), 


et aliis, quae cum ipsis sunt connex xa, commentatio analylica.. . 39. 


Die Gesetze der Succession einer Reihe sphärischer Kreise, von 
welchen jeder den nächstfolgenden und zugleich zwei feste Kreise 


berührt. deren einer im Innern des andern enthalten ist. . . . 39. 


Dr. Heilermann zu Cöln a. R. 


Über die Verwandlung der Reihen in Kettenbrüche. . . . . ...33. 


v. Heim, Oberst- Lieutenant im Königl. Würtem- 
bergischen Ehren -Invalidencorps zu Stuttgart. 


Beitrag zur Lehre von den Schwingungen elastischer fester Körper. 40. 


Dr. Heine, Professor der Mathematik an der 
Universität zu Bonn. 
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Verwandlung von Reihen in Kettenbrüche. Auszug eines Schrei- 
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Untersuchungen über die Reihe 
d—)d—g?) _,(- 2. 5. a ' Yd—gP) 1— Pt) 








Aa— a)i—gn)” i1-— ya) (di—y”’ ) d—-ma—pr) 


et te 34, 


Heft. 


IV. 
IV. 


ll. 
ll. 


11. 
IV. 


IH. 


ll. 


ll. 
1m. 


IM. 


IV. 


277. 
317. 


111. 
177. 


73. 


1S9. 


21. 


185. 


30. 


42. 


174. 


133. 


205. 


210. 














S36. 
337. 


8338. 
839. 


S40. 
s41. 


549. 


544. 


45. 


S46. 


S48. 


549. 


S0. 


s51. 


352. 


353. 
554. 


51. Inhalts- Verzeichnifs I. der vierten zehn Bände. 


Band. 
Abrifs einer Theorie der elliptischen Functionen. . . re 5 7 
Über die in der Gaufsischen „Summatio quarumdam serierum sin- 
gularium” vorkommenden Reihen. . . 2 2 2 nn nn. N. 
Ch. Hermite, professeur de math@matiques a Paris. 
Extraits de deux lettres a M. ©. G. J. Jacobi. . . . 32. 
Note sur la reduction des fonctions homogenes a coeflic ients entie rs 
et a deux indeterminces. . TREE IE 9° 
Sur la theorie des formes quadratiques ternaires. . . 40. 
Extraits de lettres a M. ©. @. J. Jacobi sur differents objets de la 40. 
ST VE EEE I 
Dr. OÖ. Hesse, Professor der Mathematik an der 
Universität zu Königsberg in Pr. 
Algebraische Auflösung derjenigen Gleichungen 9ten Grades, deren 
Wurzeln die Eigenschaft haben, dafs eine gegebene ı rationale und 
symmetrische Function Orr, x .) je zweier Wurzeln x;, x„ eine 
dritte Wurzel x; giebt, so dafs gleichzeitig x, = Pr, 
ze Olz,..2,), 2 8 = Dix ne ee en 5 
Über Curven dritter Ordnung und die Kegelschnitte, welche diese 
Curven in drei verschiedenen Puncten berühren. (Fortsetzung der 
Abhandlungen No. 10. und No.11. 28ten Bandes.) . . 36. 


Transformation einer beliebigen homogenen Funclion driites Grades 
von zwei Variabeln durch lineäre Substitutionen neuer Variabeln i 


eineForm, welche nur die dritten Potenzen der neuen Variabeln enthält. 38. 


Über Curven dritter Classe und Curven dritter Ordnung. (Fort- 
setzung der Abhandlungen No. 10. und No. 11. im 2sSten Bande und 


No. 12. im 37ten Bande.) 0 ee 


Eigenschaften der W vo URN der Curven dritter Ordnung und 
der Rückkehrtangenten der Curven dritter Classe. (Fortsetzung der 


Abhandlungen No. 10. und No. 11. 28ten und No. 14. 38ten Bandes.) 38. 


Auszug zweier Schreiben an Herrn Professor ©. @. J. Jacobi über 


57 U | u u ED 4 | 


Dr. W. Hittorf zu Bonn. 


Ableitung einiger Eigenschaften der Kegelschnitte aus ihrer Polar- 


a "04 26m aan ee. en se 


Dr. R. Hoppe. Lehrer der Mathematik zu Keilhau 
bei Rudolstadt. 


Uber independente Darstellung der höhern Differentialquolienten und 
den Gebrauch des Summenzeichens. . . . 2 2 22 22.0. 30. 


Transformation d’une integrale definie. . . u: 


De l’erreur qui peut se presenter dans addition de fraclions de- 


cimales retranchees, . . 40. 


Remarques sur les reductions de la fonction Gamma, el sur rla definition 


de cette fonction et des facultes analytiques par leurs proprietes. 40. 


A. Jacobi, Königl. Preufsischer Artillerie-Premier- 
Lieutenant a. D. zu Breslau. 


Auflösungen und Beweise einer Reihe von Aufgaben und Lehr- (31. 
sätzen der ebenen Geometrie. . . . . 2 222202020. 0. 491. 
Beweis eines geometrischen Salzes. . » : 2 2 2 22 2020.. 91. 
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51. Inhalts-Verzeichnifs I. der vierten zehn Bände. 
Dr. C. G. J. Jacobi, Akademiker und Professor 
der Mathemalik zu Berlin. 
Über den Werth, welchen das bestimmte Integral 
/ en dp 
8 1— Acosg— Bsingp 
für beliebige imagınäre Werthe von A und B annimmt. 


Beweis des Salzes, dafs jede nicht fünfeckige Zahl eben so oftin eine 
gerade als ungerade Anzahl verschiedener Zahlen zerlegt werden kann. 


Extr: ait d’une leltre adressce a M. Hermiie. 
Über die Vertauschung von Parameter und Argume nt bei der dritten 


Gattung der Abelschen und höhern Transce ‚ndenten. 

Über einige der Binomialreihe analoge Reihen. 

Über eine neue Methode zur Integration der hyperelliptischen Dif- 
ferentialgleichungen, und über die rationale Form ihrer vollständi- 
oen algebraischen Integralgleichungen. 


a a ar Et ee 
Über die unmittelbare Verification einer Fundamentalformel der 
Theorie der elliptischen Functionen. A Dee 
Über die partielle Differentialgleichung, welcher die Zähler und 
Nenner der elliplischen Functionen Genüge leisten. 
Über die Differentialgleichung, welcher die Reihen 


- BETT 2’ eic., 
2yg+2Vg’ +2Vg° + 


etc. 
Genüge leisten. 
Über eine particuläre Lösung der partiellen Differentialgleichung 


o’V Ä ar o°V ce 


Ta: > % 








De seriebus ac differentiis observatiunculae. 
Über unendliche Reihen, deren Exponenten zugleich | in zwei Ver- 
schiedenen quadratischen Formen enthalten sind. i 
Über die Reduction der quadratischen Formen auf die kleinste An- 
zahl Glieder. (Gelesen in der Berliner Akademie der Wissen- 
schaften am ten November 148.) j Ba nn 
Sur la rotation d’un corps. Extrait d’une lettre adressce ä l’aca- 
demie des sciences de Paris. (Lu dans la seance du 30 juillet 1849.) 
Beweis des Satzes, dafs eine Curve »'" Grades im Allgemeinen 
ı nu (n—2)(n"— 9) Doppeltangenten hat. 
Schreiben an Herrn Prof. Hesse über 


Dr. F. 


Curven. 


Joachimsthal. Professor der Mathematik 
zu Berlin. 


Über die Bedingung der Integrabilität. (Abgedruckt aus dem Oster- 
programm 1844 der Königl. Realschule zu Berlin.) 

Remarques sur la condition d’egalit® de deux racines d’une &quation 
algebrique; et sur quelques Iheoremes de Geomelrie, qui en suivent. 
Demonstration d’un theoreme de Mr. Steiner. .. 
ellipse. 


Theoreme relatif au cerele qui passe par trois points d’une 
applications des 
a un theoreme de Mr. 
lineaires. 


determinants A la Geometrie. . 
Malmsten sur les &quations 


Sur quelques 
Note relative 
differentielles 
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31. Inhalts- Verzeichnifs I. der vierten zehn Bände. 


G. Kirchhoff, Privatdocent an der Universität 


Berlin. jand, 


Über das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Scheibe. 40. 


E. E. Kummer, Professor der Mathematik an der 
Universität zu Breslau. 


De residuis cubicis disquisitiones nonnullae analylicae. . . . . 3. 
Beitrag zur Theorie der Function 

I\z) = / “etride, rer 
Zur Theorie der complexen Zahlen. (Auszug aus den Berichten 
der Königl. Akad. der Wiss. zu Berlin vom März 1845.) . . . 35. 
Über die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit gebildeten com- 
plexen Zahlen in ihre Primfactoren. . 2. nn nn nnd 
Über Systeme von Curven, welche einander überall rechtwinklig 
a 5 ee ee A 
Über die Vierecke, deren Seiten und Diagonalen rational sind. . 37. 


Bestimmung der Anzahl nicht äquivalenter Classen für die aus Aten 
Wurzeln der Einheit gebildeten NOON Zahlen und die idealen 
Factoren derselben. . . . rare | 
Zwei besondere Untersuchungen über die Classen-Anzahl und über 
die Einheiten der aus Aten Wurzeln der Einheit gebildeten com- 


plexen Zahlen. . . . ua a ei 


Allgemeiner Beweis des 'Fermatschen Satzes, dafs die Gleichung 
a+1y*= 2% durch ganze Zahlen unlösbar ist, für alle diejenigen 
Potenz-Exponenten 7, welche ungerade Primzahlen sind und in den 
Zählern der ersten 4(4—3) Bernoullischen Zahlen als Factoren 
a VORN la: 6 het er 


Dr. Lehmus, Professor der Mathematik zu Berlin. 


Einige geometrische Aufgaben. . . . . . 2 2 2 2020.20..d1. 
Zwei geometrische Aufgaben; nebst den Auflösungen. . . . . 34. 
Zwei sem BB: - -» I: Er 


Dr. Lejeune-Dirichlet, Akademiker und Professor 
der Mathematik an der Universität zu Berlin. 


Sur un moyen general de verifier expression du potentiel relatif 
a une masse quelconque, homogene ou heterogene. . . . .. .. 92. 
Über die Stabilität des Gleichgewichts. (Auszug aus einer am 
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Im 3iten Bande. 


s 111 Z. 9 v. u. lese man 3.3 I statt 3.(3 |) 
12% 3 v. u fehlt das Wort „unbestimmtes” nach ‚ein” 
124 7 v. u. mufs das Wort ‚‚nicht’ wegfallen. 


In Tafel Vl. Fig. 6b muls «, 


statt a, stehen. 


im S4ten Bande 


N ı Z. 9 v. o. Il. m. ınventam st. Inventum 
17 S v. o. Il. m. memoratam st. memoratum 
I? v. o. l. m. dubitare st. dubitae 
1] v. o. Il. m. certe st. cıto 
2 v. 0... m. 4, st. et 
IS ı\ O0 ın. divisore non oaudet st. dıvisore saudet 
‚] Ss v. 0.1. m. yicya) yılhy eyd)) st. YVleoya) rvliüyl(ey 
2 g9u10 vo... m. A, st. A, 
60 I0 v. o. l. m. indentico st. identica 
ı v. o. Il. m. una st. uno 


ırreduetibilem appellavimus st. irreduetibilem 


communem eum st. communem 


y(a!,m,) st. Y (z!, M,) 
64 10 v. 0., S.65 2.0 v. u, S.66 Z.l14 v.o., S.67 2.2 v. 
In Ipso s occeurentium st. rationales ipsius s 
IN: KM quaedamn exterior St. quaedam 
) vv rer er re 


71 ’ v. u. I. m. ut st. et u. ımmutato st. immutatu 


> >u.7 v. u. und 8.51 Z.10 v. o. I. m. f (u) st. f(w) 
sh ın Formel (19.) 1. m. a u st. z—u 
03 Z. S v. o. muls sın! (2n— 1). wegfallen. 
195 — 1 vr u. L m. 1762 st. 1772 
143 I v. o. 1. m. 33a st. 3la und Z.12 v. u.y st. yq 
‘ i 
Im 40ten Bande 
IS. | v. u. I. m. die erste st. diese 
ISb — 10 v. u. I. m. @(ir) st. ya 
ISS sv. u. l. m. $.61l. st. $. 6. 
IS I5 u. 16 v. o. I. m. une definition collective, st 
& l« l. 
j ol / Oi 
> IV v. u. 1. m. (m—?2) —— st. (m—])- 
OX| 04 
OL 0A 
- Gvul.m v=VQ), a = U, st =) =— =|) 
UL, ca 
( 1 ( l 
» \% — St —— 





I, 


ratıonales 


radıcalıın 


une definition unique et complet« 
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